Ubungsaufgaben Theoretische Informatik und Logik
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Sommersemester 2024

Diese Notizen sind wahrend meiner Vorbereitung fur die Prafung Theoretische Informatik und
Logik entstanden.

* Link zur Vorlesung
* Link zu den Online-Vorlesungen (Sommersemester 2021)

Wenn Losungen mit TODO markiert sind, sind diese nicht richtig ausgearbeitet und sollten
eigentlich spater nochmal genauer betrachtet werden.

Disclaimer: Das ganze hat fur die Note 3,0 gereicht.

1. Ubungsblatt

Aufgabe B

Zeigen Sie: Wenn es mdglich ist, fur zwei beliebige Turing-Maschinen zu entschei-
den, ob sie dieselbe Sprache akzeptieren, so ist es auch maglich, fur beliebige Turing-
Maschinen zu entscheiden, ob sie die leere Sprache akzeptieren.

gesucht: Erkennt die Turing-Maschine M die leere Sprache L(M) = (?

* Konstruktion einer Turing-Maschine M, die fur jedes Wort w ablehnt = L(Mj) =0
* Entscheide, ob M und M die gleiche Sprache erkennen:

- M und M, erkennen die gleiche Sprache = L(M) =0
- M und M, erkennen nicht die gleiche Sprache = L(M) # 0

Aufgabe 1.1

Zeigen Sie folgende Aussagen:
c) [R| # |N|

siehe Cantors zweites Diagonalargument

Zeigen Sie folgende Aussagen:
d) fUr jede nicht-leere endliche Menge X ist ¥* abzahlbar unendlich.

besser [ : N — X*:


https://web.archive.org/web/20250222123606/https://iccl.inf.tu-dresden.de/web/Theoretische_Informatik_und_Logik_%28SS2024%29
https://www.youtube.com/playlist?list=PLz7XhF-sAU8z4FtL7V9uefCXzW9Z9rk5c
https://web.archive.org/web/20241212082357/https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/f/fb/TheoLog24-Uebung01.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_zweites_Diagonalargument

* Y ={ay,a,...,ap}, weX*

* Jw] =0
-lrw=c¢
(...|=n=1)
* lw|=1(falls |ai| = |az] = ... = |a,| =1)
-2 w=a
-3 w=az

-n+1l—=w=a,

(|...| =n)

* lw|=2(falls |ai| = |az] = ... = |a,| = 1)
-n+2—=w=aa1

-n+3—w=aa

-2n+ 1= w=anaq
-2n+ 2= w=ajay
- 2n+ 3~ w =ajao

-3n+1—w=anas
-3N+2—w=ajas

(n+n+1—w=ayay

(|...| =n?

wahrscheinlich falsch:

1. ¥*={e}usux?U...
2. 5 = N
3.2 =1+ N+ INxN|+|[NxNx..|]+...
4. [N x N| = |N|
= [N x N x N| = |N|
= ...
5. N| + |N| = |N]
6. [=*| = N
Aufgabe 1.2

Geben Sie fur folgende Sprachen Aufzahler an:
a) L; = {3n|n € N}, wobei die Ausgabe unar kodiert sein soll

turingmachine.io

input: "11"

blank: _

start state: mark_input_end
table:

mark_input_end:
1: {R: mark_input_end}


https://turingmachine.io/

_: {write: S, L: move_left}

move_left:

[1, S]: L

_: {R: takel}
takel:

1: {write: _, R: append3}
S: {write: _, R: done}

append3:

[1, S]: R

_: {write: 1, R: append2}
append2:

_: {write: 1, R: appendil}
appendl:

_: {write: 1, L: move left}
done:

(siehe auch 1.4 b)

Geben Sie fur folgende Sprachen Aufzahler an:
b) Ly = {a"b"|n € N}

turingmachine.io

input: "111"
blank: _
start state: move_right
table:
move_right:
1: R
[, al: {L: prepend_a}
prepend_a:
[a, b]: L
_: {R: done}
1: {write: a, R: append_b}
append_b:
[a, b]l: R
_: {write: b, L: prepend_a}
done:

Aufgabe 1.3

a) Konstruieren Sie eine Turing-Maschine A,,,;, welche die Multiplikation zweier
naturlicher Zahlen implementiert. Dabei sollen sowohl die Eingaben als auch die
Ausgabe unar kodiert sein.

turingmachine.io

input: "11_111"
blank: _
start state: skip_right_a
table:
skip_right_a:


aufgabe-1.4
https://turingmachine.io/
https://turingmachine.io/

1: R

_: {R: skip_right_b}
skip_right_b:

1: R

_: {write: S, L: skip_left_b}
# move left over the inputs

skip_left_b:

1: L

_: {L: skip_left_a}
skip_left_a:

1: L

_: {R: takel}
# subtract one from a
takel:

1: {write: _, R: skip_input}
_: {R: cleanup}
# skip right over inputs and outputs
skip_input:
[, 1]1: R
S: {R: skip_output}
skip_output:
1: R
_: {L: skip_output_to_b}
# add 1 to output for every 1 in b and turn I to 2 in b
skip_output_to_b:
1: L
S: {L: flip_b}
flip_b:
2: L
1: {write: 2, R: append_1}
_: {R: unflip_b}
append_1:
[2, S, 11: {R: append_1}
_: {write: 1, L: skip_output_to_b}
# turn 2 to 1 in b
unflip_b:
2: {write: 1, R: unflip_b}
S: {L: skip_left_b}
# erase up to and including "S"

cleanup:
[, 1]: {write: _, R: cleanup}
S: {write: _, R: done}
done:
Aufgabe 1.4

Auf Folie 27 der 2. Vorlesung vom 11.4.2024 wird innerhalb des Widerspruchsbe-
weises zur Berechenbarkeit der Busy-Beaver-Funktion eine Turingmaschine M., mit
Alphabet {z, } verwendet, welche die Funktion ™ — 22" berechnet.

b) Geben Sie eine Einband-Turingmaschine Gber dem Alphabet {z, } an, die die Funk-
tion 2 — 2" berechnet.


https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/d/d7/TheoLog2024-Vorlesung-02-print.pdf#page=27

turingmachine.io

input: "xxxx"
blank: _
start state: add_space
table:
add_space:
x: {write: _, L: prepend_x}
_: {R: skip_xO_right_x}
prepend_x:
_: {write: x, L: add_space}
skip_x0O_right_x:
x: {R: skip_xO_right_O0}
_: {L: £il1_space_left_O}
skip_xO_right_O:
_: {R: skip_xO_right_x}
x: {L: add_space}
fill_space_left_O:
_: {write: x, L: fill_space_left_x}
fill_space_left_x:
x: {L: fill_space_left_0}
_: {R: cleanup}
cleanup:
x: {write: _, R: done}
done:

2. Ubungsblatt

Aufgabe C

Zeigen Sie, dass {1}* unentscheidbare Teilmengen besitzt.

Die Potenzmenge einer abzahlbar unendlichen Menge ist Uberabzahlbar.

Cantors Diagonalargument:

* P(A) = {517527S3a . }
o T = {ai\ai S A,CL §é Sz}
« = T enthalt q;, aber S; nicht = T # S;

- = T enthalt a1, aber Sy nicht = T # 5
- = T enthalt as, aber S, nicht = T # S

=T ¢ P(A)
= P(A) ist Gberabzahlbar.

Aufgabe D

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Die Ackermannfunktion ist total und damit LOOP-berechenbar.

siehe 3. Vorlesung, Seite 17ff


https://turingmachine.io/
https://web.archive.org/web/20241212082357/https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/9/97/TheoLog24-Uebung02.pdf
https://web.archive.org/web/20250222123745/https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/1/19/TheoLog2024-Vorlesung-03-print.pdf#page=17

Aufgabe 2.1

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen f : N> — N LOOP-berechenbar sind:
a) f(z,y) := max(z —y,0)

While simulator

result := x + 0
LOOP y DO

result := result - 1
END

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen f : N2> — N LOOP-berechenbar sind:

b) f(z,y) =2y
result := 0
LOOP x DO
LOOP y DO
result := result + 1
END

END

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen f : N> — N LOOP-berechenbar sind:
c) f(z,y) := max(z,y)

While simulator

result := x
LOOP x DO
y =y -1
END
LOOP y DO
result := result + 1
END

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen f : N2> — N LOOP-berechenbar sind:
d) f(z,y) == ggT(z,y)

While simulator, Euklidischer Algorithmus

(Beim Verwendenvon IF x != 0 THEN scheint es einen Bug zu geben und das ganze Programm
einfach nicht zu laufen.)

result (= b

# <if a > 0>

nonzero := 0

LOOP a DO
nonzero := 1

END


https://tools.iccl.inf.tu-dresden.de/while/
https://tools.iccl.inf.tu-dresden.de/while/
https://tools.iccl.inf.tu-dresden.de/while/
https://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Algorithmus#Beschreibung_durch_Pseudocode

LOOP nonzero DO
# </if a > O>

LOOP b DO
# <if b > 0>
nonzero := 0
LOOP b DO
nonzero := 1
END

LOOP nonzero DO
# </if b > 0>

# now we are inside WHILE b != 0
aminusb := a
LOOP b DO

aminusb := aminusb - 1
END
# <if aminusb > 0>
nonzero := 0
LOOP aminusb DO

nonzero := 1
END
else := 1

LOOP nonzero DO
# </if aminusb > 0>
# if a > Db
LOOP b DO
a:=a-1
END
else := 0
END
LOOP else DO
# if b <= a
LOOP a DO
b:=b -1
END
END
END
END
result := a
END

Aufgabe 2.3

Zeigen Sie, dass es keine Many-One-Reduktion vom Halteproblem P, von Turing-
Maschinen auf das Leerheitsproblem

Pleer := {enc(M)|L(M) = 0}

von Turing-Maschinen gibt.

* Phaie ist semi-entscheidbar und unentscheidbar. Daraus folgt B, ist nicht co-semi-
entscheidbar. (Ware B, semi-entscheidbar und -5, ebenfalls semi-entscheidbar
(gleichbedeutend mit B, ist co-semi-entscheidbar), ware Py,; entscheidbar.)



* Paait ist nicht co-semi-entscheidbar und Prgie <im Peer
= Peer ISt nicht co-semi-entscheidbar
& —Pleer := {€Nc(M)|L(M) # 0} (das Komplement zu Pgg,) ist nicht semi-entscheidbar

* Um einen Widerspruch herbeizufuhren, ist zu zeigen, dass —Per Semi-entscheidbar ist,
bspw. mit einer Reduktion = Peer <;, Phait-

Wikipedia verweist auf Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation (3rd
Edition). In Kapitel 9.3.2 Turing Machines That Accept the Empty Language (Seite 410) wird
Peer als L. eingefuhrt und L, = = Peer = {€nc(M)|L(M) # 0}.

Theorem 9.8 beweist, dass —Peer Semi-entscheidbar ist (L, ist in Kapitel 9.2.3 (Seite 403)
als die Sprache der Universellen Turing-Maschine definiert (L, = {enc(M,w)|M ist eine
Turing-Maschine, w € L(M)}).):

Konstruktion einer nicht-deterministische Turing-Maschine Mg,k Mit der Eingabe
enc(M) € ~Peer

- Moprakel NUtzt seine nicht-deterministischen Fahigkeiten, um w € L(M) zu raten.

w wird auf das Band geschrieben.

Halteproblem:

* Die Turing-Maschine M wird auf w simuliert.
* Akzeptiert M, so akzeptiert auch Mo, akel-

Sollte M also irgendeine Eingabe akzeptieren (L(M) # 0), rat Moyakel diese und akzeptiert
somit die Eingabe enc(M).

Damit ist = Peer Semi-entscheidbar.

Widerspruch: Es kann somit keine Many-One-Reduktion P4t <., Pleer 8€ben.
siehe auch:

+ “Berechenbarkeit #33 - Epsilon-Halteproblem und Leerheitsproblem sind unentscheidbar”
von @NLogSpace (ab 8min)
* “Berechenbarkeit #36 - Semi-Entscheidbarkeit” von @NLogSpace

Aufgabe 2.4

Zeigen Sie, dass jede semi-entscheidbare Sprache L auf das Halteproblem B, many-
one-reduziert werden kann.

Dazu muss eine totale turing-berechenbare Funktion f : L — P 5 gefunden werden. Da L semi-
entscheidbar ist existiert eine Turing-Maschine M, die alle Worte w € L akzeptiert und ewig
lauft, wenn w ¢ L.

ldee: f(w) mit w € L konstruiert einer Turing-Maschine M,,, die zuerst das Band |8scht, dann
w € L aufdas Band schreibt und anschlie3end das Halteproblem enc(My, w) € Py, Simultiert.

Wenn M}, auf w halt, halt auch M,, und die Eingabe w € L wird akzeptiert. Istw ¢ L lduft M, und
damit auch M, ewig.


https://en.wikipedia.org/wiki/Emptiness_problem
https://web.archive.org/web/20250220163117/https://lecture-notes.tiu.edu.iq/wp-content/uploads/2022/02/Introduction-to-Automata-Theory-Languages-and-Computations-by-John-E.-Hopcroft-Rajeev-Motwani-Jeffrey-D.-Ullman-z-lib.org_.pdf
https://web.archive.org/web/20250220163117/https://lecture-notes.tiu.edu.iq/wp-content/uploads/2022/02/Introduction-to-Automata-Theory-Languages-and-Computations-by-John-E.-Hopcroft-Rajeev-Motwani-Jeffrey-D.-Ullman-z-lib.org_.pdf
https://web.archive.org/web/20250220163117/https://lecture-notes.tiu.edu.iq/wp-content/uploads/2022/02/Introduction-to-Automata-Theory-Languages-and-Computations-by-John-E.-Hopcroft-Rajeev-Motwani-Jeffrey-D.-Ullman-z-lib.org_.pdf#page=410
https://web.archive.org/web/20250220163117/https://lecture-notes.tiu.edu.iq/wp-content/uploads/2022/02/Introduction-to-Automata-Theory-Languages-and-Computations-by-John-E.-Hopcroft-Rajeev-Motwani-Jeffrey-D.-Ullman-z-lib.org_.pdf#page=410
https://web.archive.org/web/20250220163117/https://lecture-notes.tiu.edu.iq/wp-content/uploads/2022/02/Introduction-to-Automata-Theory-Languages-and-Computations-by-John-E.-Hopcroft-Rajeev-Motwani-Jeffrey-D.-Ullman-z-lib.org_.pdf#page=403
https://www.youtube.com/watch?v=vDy9H2B0Kpk&t=482
https://www.youtube.com/watch?v=vDy9H2B0Kpk&t=482
https://www.youtube.com/watch?v=f3cSzXHg584&t=999

3. Ubungsblatt

Aufgabe E

Geben Sie eine Turing-Maschine A ,,,q 2 an, die die Funktion f : N — N mit f(z) = (=
mod 2) berechnet. Stellen Sie dabei die Zahlen in unarer Kodierung dar.

turingmachine.io

input: "11111"

blank: _
start state: even
table:
even:
1: {write: _, R: odd}
_: {R: undo_move_right}
odd:
1: {write: _, R: even}

_: {write: 1, R: undo_move_right}
undo_move_right:
: {L: done}

done:

Aufgabe G

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Die Menge der Instanzen des Postschen Korrespondenzproblems, welche eine Lo-
sung haben, ist semi-entscheidbar.

wahr, das PCP ist semi-enscheidbar. Wenn ein PCP mit n “Dominosteinen” eine Losung der Lange
m hat, dann kann diese Losung mittels Brute-Force in O(n") gefunden werden und die Turing-
Maschine halt.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.

b) Das Postsche Korrespondenzproblem ist bereits Uber dem Alphabet ¥ = {a,b}
nicht entscheidbar.

wahr, TODO
Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.

¢) Esist entscheidbar, ob eine Turingmaschine nur Worter akzeptiert, die Palindrome
sind. (Ein Palindrom ist ein Wort w = (aq, ..., a,) Mit (a1, ...,a,) = (an,...,a1).)

falsch, TODO Phalt <m PPalindrom

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) P, ist semi-entscheidbar.


https://web.archive.org/web/20241212082357/https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/9/96/TheoLog24-Uebung03.pdf
https://turingmachine.io/

wahr
Pnaie := {enc(M,w)|M halt auf w}

Konstruktion einer Turing-Maschine M, mit der Eingabe enc(M,w) als Semi-Entscheider fur
Prat:

* |16sche das Band w

* schreibe w auf das Band

« simuliere M auf w

+ akzeptiert M, dann war enc(M, w) € Pha
 halt M nicht, halt auch M, nicht

+ = semi-entscheidbar

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.

e) Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer deterministischen Turing-Maschine
berechnete Funktion total ist.

wahr: Ist f total? < Halt M/ fUr w? < enc(My, w) € Paie

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
f) Es gibt regulare Sprachen, die nicht semi-entscheidbar sind.

Aufgabe 3.1

Besitzen folgende Instanzen P, des Postschen Korrespondenzproblems Lésungen?
Begrinden Sie Ihre Antwort.

a) P1
a abaa ab
aaa ab b

Losung far s, = (1,0), |sq| = 2

Besitzen folgende Instanzen P, des Postschen Korrespondenzproblems Lésungen?
Begrunden Sie lhre Antwort.

b) P2
ab baa aba
aba aa baa

womaglich, aber keine Losung fur |s,| < 16

Besitzen folgende Instanzen P; des Postschen Korrespondenzproblems Losungen?
Begrunden Sie Ilhre Antwort.

c) P3
bba ba ba ab
b baa aba bba

10



womoglich, aber keine Losung fur |s.| < 12

import multiprocessing
from functools import cache

post = [
# (llall’ uaaau)’
# (”abaa”, llabll)’
# (”ab u, "b”),
(Ilabll s ”aba") s
(llbaau ||aau)
(Ilaball s “baa") s
# (”bba”, Ilall),
# (”ba” Ilbaall)
# (”ba”, ”aba”),
# (llab " Ilbball)

Q@cache
def path_to_strings(path):
if not path:
return ([1, [1)
a, b = path_to_strings(path[:-1])
i = path[-1]
return (a + [post[i][0]], b + [post[il[11])

def find_solution(worker_num, g, finished):
depth = 0O
while True:
path = q.get()
if len(path) > depth:
depth = len(path)
print("worker", worker_num, "depth:", depth)
assert depth < 20
# generate both strings
top, bottom = path_to_strings(path)
if "".join(top) == "".join(bottom):
finished.put (path)
break
# create new paths from the curent path plus each tuple
for i in range(len(post)):
q.put(path + (i,))

# intial paths of length 1 each starting with another PCP tuple
q = multiprocessing.Queue()
for i in range(len(post)):

q.put((i,))
# start 8 processes that will write their results to finished

finished = multiprocessing.Queue()
workers = [

11



multiprocessing.Process(target=find_solution, args=(i, q, finished))
for i in range(8)

]

for worker in workers:
worker.start ()

try:

result = finished.get()
finally:

for worker in workers:
worker.kill()
worker. join()

print(result)
top, bottom = path_to_strings(result)
print(top, "==", bottom)

Aufgabe 3.2

Zeigen Sie, dass das Postsche Korrespondenzproblem Uber einem einelementigen
Alphabet entscheidbar ist.

Jede Instanz des Postschen Korrespondenzproblem Uber einem einelementigen Alphabet 3 =
{a} ist durch eine Menge {p(i, j1): P(is.ja): - - - » Pin.jn) }» WODEI p(; 5y = (a’,a?), gegeben. Die Losung
ist berechenbar, genau dann wenn eine Losung s = (s1, s, . . ., S, ) eXistiert:

© (@1)51 - (a®)%2 ... (atn)tn = (a1 - (a?)52 L (adm)se
(Die Reihenfolge der Elemente in der Lésung p;, ;, ist beliebig vertauschbar, da ¥ = {a}.)
+ Die erzeugten Worte sind gleich, wenn sie die gleiche Lange haben.
= 14181 + 4282 + ...+ inSn = J1S1 + J2S2 + ... + JnsSn
* = (i1 —Ju)s1+ (2 —j2)s2 + ...+ (in — Jn)sn =0
* Losbarkeit:
- i = ji (triviale Losung):
* s =1
* Stk =0
= ik > Ji, und i, < g,
* Sky = Jky — Uky
* Sky = Uky — Jky
* Sk ks Ak K Ak = 0
= +(ik1 - Jk1)(]k:2 - ikz) + (ikz - ijQ)(ikl - ]ku)
< _(ilﬁ _jkl)(ikZ _jk2> + (ikz _jk2)<ik1 _jk1)
- sonst alle i, > j; oder alle i, < ji: Bsp > 0

=0
=0

Es ist also lediglich zu prifen, ob die Instanz

- ein Element p;, ;,
« zwei Elemente

) beinhaltet oder

= Plix, jx,) mit i, > ji, und

= Plikyiky) mit iz, < j,

12



beinhaltet.
Beispiele:

1. P ={p52),103)}
= 5851 + 1s9 = 251 + 352
=351 — 289 =0
= 81 = 2, S9 =3

2. Py ={pa2),P23)}
= 151 + 259 = 251 + 352
= 1s1+1s9 =0
= 3981 > 0, s9 >0

Aufgabe 3.3

Es sei T := {enc(M)|M ist eine Turing-Maschine, welche w’ akzeptiert, falls sie w
akzeptiert}, wobei w’ das zu w umgekehrte Wort ist. Zeigen Sie, dass T nicht entschei-
dbar ist.

Beweis: Pt <m T

Redunktionsfunktion f : Pyt — T

f(enc(M,w)) fur enc(M,w) € Pnye konstruiert eine Turing-Maschine My
* My simuliert M auf w

Da w € L(M), akzeptiert M w.

* My wird erweitert, dass My auch wg akzeptiert.

« = L(Mr) = {w,wh}

=enc(Mr)eT

Da P, 4 nicht entscheidbar ist und Py, <., T existiert, ist T nicht entscheidbar.
Aufgabe 3.4

Zeigen Sie, dass weder das Aquivalenzproblem Pjq,y fur Turing-Maschinen noch
dessen Komplement —Psquyy Semi-entscheidbar ist, wobei

* Piquiv = {enc(M)##enc(Mz)|L(My) = L(M2)},
G _\Péquiv = {enc(Ml)##enc(M2)|L(M1) 75 L(MQ)}.

Zeigen Sie dazu, dass Phait <m Paquiv UNd Phaie <mn = Piquiv 8ilt. Weshalb zeigt dies die
Aussage?
Phait <m Péquiv

« f(enc(M,w)) := enc(M)##enc(M) fur enc(M,w) € Phait
* enc(M)##enc(M) € Paquiv, da L(M) = L(M)

Phait <m _‘P'aquiv

+ f(enc(M,w)) := enc(M)##enc(M') fur enc(M,w) € Pt
« M'ist eine Turing-Maschine, die ein w’ ¢ L(M) akzeptiert, z.B.:

13



- Yp =Xy U {/\} mit A ¢ DY

M’ erwartet als erstes Zeichen A, 16scht dieses, geht nach rechts

M’ simuliert M

= L(M') # L(M), weil jedes Wort w € L(M’) mit A beginnt und damit w ¢ L(M)

© enc(M)##enc(M') € =Psquiv, da L(M) # L(M")

Phaie ist nicht co-semi-entscheidbar
= Psquiv ist nicht co-semi-entscheidbar
= = Psquiv ist nicht semi-entscheidbar

=Pyt ist nicht co-semi-entscheidbar
= = Psquiv ist nicht co-semi-entscheidbar
= Psquiv ist nicht semi-entscheidbar

4. Ubungsblatt

Aufgabe H

Sei L eine unentscheidbare Sprache. Zeigen Sie:
a) L hat eine Teilmenge T' C L, die entscheidbar ist.

T = () mit Entscheider Mp: My hat nur einen Zustand, der ein nicht-akzeptierender Endzustand
ist.

Sei L eine unentscheidbare Sprache. Zeigen Sie:

b) L hat eine Obermenge O D L, die entscheidbar ist.

O = ¥* mit Entschieder Mo: Mo hat nur einen Zustand, der ein akzeptierender Endzustand ist.

Sei L eine unentscheidbare Sprache. Zeigen Sie:
¢) Es gibt jeweils nicht nur eine sondern unendlich viele entscheidbare Teilmengen
bzw. Obermengen wie in (a) und (b).

Jede Uberabzahlbare Menge L(M) hat unendlich viele abzahlbare Teilmengen T' C L(M). Wenn

T abzahlbar ist, dann ist T’ entscheidbar.

O=(XUX )*mit¥nX,; =0 (Das Alphabet von O wird um weitere Zeichen, die nicht in X liegen,
erweitert.): Es existieren unendlich viele 3.

Aufgabe 4.1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Falls P # NP gilt, dann auch PN NP £ ()

falsch, fur eine deterministische Turing-Maschine in P l3asst sich auch immer eine nicht-
deterministische Turing-Maschine in NP konstruieren.
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
b) Es gibt Probleme, die NP-hard, aber nicht NP-vollstandig sind.

wahr, Gegenbeispiel Pt Jedes Problem in NP kann auf P, reduziert werden = Pt €
NP-hard, aber P,x ¢ NP (siehe Ackermann-Funktion, Busy-Beaver, ...) und damit nicht
NP-complete.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
¢) Polynomielle Reduzierbarkeit ist nicht transitiv.

falsch, Many-One-Reduktionen sind transitiv: aus A <,, Bmit f, : A — Bund B <,, C mit
fo: B— Cfolgt fop 1 A — C mit f,,(z) := fp(fa(x)). Eine polynomielle Reduktion ist eine Many-
One-Reduktion mit polynomieller Laufzeit. Eine Verkettung von polynomiellen Funktion erzeugt
auch wieder eine polynomielle Funktion.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Ist Ly € Pund L; <, Ly, dannistauch L; € P.

wahr, fur Lo existiert eine deterministische Turing-Maschine mit polynomieller Laufzeit M> als
Entscheider. Jedes Wort in w; in L; lasst sich entscheiden, indem man es mit einer Funktion f in
ein Wort wy in Ly UberfUhrt und anschlieRend der Entscheider M; simuliert. Sowohl f als auch
M, laufen in polynomieller Zeit, also ist L; in P entscheidbar.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort.
e) Ist L; eine NP-vollstandige Sprache und gilt L; <, L, dann ist auch L, eine NP-
vollstandige Sprache.

wahr, da L; polynomiell entscheidbar ist und L; mit einer polynomiellen Funktion in L, Gberfuhrt
werden kann, muss auch der Entscheider fur L, ebenfalls polynomiell lange laufen. Damit liegt
Ly in NP. Da Ly aber auch in NP-hard liegt, muss also auch Ls in NP-hard liegen. Da Lo in NP und
NP-hard liegt, liegt es in NP-complete.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
f) Ist L, eine NP-vollstandige Sprache und gilt L; <, L2, dann ist auch L; eine NP-
vollstandige Sprache.

falsch, L; € NP\ NP-complete ist moglich.
Gegenbeispiel:

* Ly = SAT € NP-complete
* L; = HORN-SAT € P
* L1 C Ly = Reduktion mit O(1)

Aufgabe 4.2

Zeigen Sie, dass das Wortproblem deterministischer endlicher Automaten in
LogSpace liegt:

ist Popa := {enc(A)##enc(w)|A ist ein DFA, der w akzeptiert}, dann gilt Pppa €
LogSpace
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Der Speicherbedarf ist mit O(log |enc(A)##enc(w)|) beschrankt. Der Automat ist wie folgt
definiert A = (Q,%,0,qo, F'). Um Ppga zu simulieren, muss die aktuelle Position in w und der
aktuelle Zustand von A gespeichert werden. Da der Automat A deterministisch ist, kann er sich
immer nur in genau einem ¢ € Q befinden. Alsoi € {0,1,...,m — 1} mit Q = {q,¢1,---,qm-1}
und j € {0,1,...,n — 1} mit w = wow; ... w,—1 zU speichern. Solange ¢ und j nicht unar kodiert
sind, ist |i| ~ logi mit |i| als Lange der Kodierung der Zahl i.

Aufgabe 4.3

Wir betrachten das folgende Problem K: Gegeben sind zwei gerichtete Graphen G; =
(V1, E1) und Gy = (V4, E5) sowie eine Zahl k € N. Gefragtist, ob es Teilmengen V/ C V;
und Vj C V4, gibt, so dass |V]| = |V5| = k ist und es eine Bijektion f : V] — V4 gibt, so
dass gilt

(u,v) € E1 < (f(u), f(v)) € Es.

a) Zeigen Sie K € NP.

K ermittelt, ob G; und G2 isomorphe Subgraphen mit & Knoten enthalten. K € NP genau dann,
wenn eine Loésung VY, V3, f in polynomieller Zeit Uberpruft werden kann:

def check(V1i_, V2_, f):
assert len(V1_) == len(V2))
for u in V1_:
for v in V1_:
u_v_in_E1 = False
for e in E1:
if (u, v) == e:
u_v_in_E1 = True

if u_v_in_ E1:

u2 = f(u)
u2_in V2 = False
for x in V2_:
if u2 == x:
u2_in V2
assert u2_in_V2

True

v2 = f£(v)
v2_in_V2 = False
for x in V2_:
if v2 == x:
v2_in_V2
assert v2_in V2

True

u2_v2_in _E2 = False
for e in E2:
if (u2, v2) == e:
u2_v2_in_E2 = True
assert u2_v2_in_E2

check(V1i_, V2_, £) hat eine Laufzeit O(|V/|* (|E1| + 2(|f] + [V3]) + [E2[)) mit f der Laufzeit von
O(|V{] - |V5]). Damit ist check(Vi_, Vv2_, f) polynomiell. Uberprufung der Losung ist in poly-
nomieller Zeit moglich, damit ist K € NP.
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Wir betrachten das folgende Problem K: Gegeben sind zwei gerichtete Graphen G; =
(V1, E1) und Gy = (Va, E) sowie eine Zahl k € N. Gefragtist, ob es Teilmengen V/ C ;
und Vy C V4, gibt, so dass |V]| = |V5| = k ist und es eine Bijektion f : V] — Vj gibt, so
dass gilt

(u,v) € E1 & (f(u), f(v)) € Ea.

b) Zeigen Sie, dass K ein NP-schweres Problem ist. Zeigen Sie dafur, dass das Problem
CLIQUE auf K in polynomieller Zeit reduzierbar ist.

CLIQUE sucht fur einen ungerichteten Graph G = (V, E) und k € N einen Subgraph G' = (V', E')
mit vV C V, V| = kund E' := {{u,v}u,v € V',u # v,{u,v} € E}, so dass jeder Knoten des
Subgraphs mit jedem anderen Knoten des Subgraphs verbunden ist.

CLIQUE <, K:

+ gegeben: ungerichteter Graph Gcuique = (Veuique, Ecuique) und kcpique € N
* Geuque istungerichtet = Ecljque = U {(w,0), (v,u)} (O(n))

{u,v}€EcLique
* FUhre K aus:

- G1 == (Veuque, Eciique) (O(1))

- G2 == (Veuque, Erotal) Mit Erotal = {(u, v)lu € Vv € V} (O(n?))

- k= kcuque (O(1))

- K € NP sucht also einen Subgraph, der sowohl in G; als auch G4 enthalten ist. (Da
Vi =V, = Vst f(x) = x und spart die Bijektion der Knoten.) Da in G, alle Knoten
miteinander verbunden sind, ist der Subgraph nur in G; enthalten, wenn dort auch
alle Knoten des Subgraphs miteinander verbunden sind.

- Ergebnis: G = (V{, E}) mit E] C Eq|que, jeder Knoten in V] ist mit jedem anderen
Knoten in V{ verbunden

* CLIQUE ist auch wieder ein ungerichteter Graph, alss muss E} noch umgewandelt werden,
um die Losung von CLIQUE zu erhalten: {{u,v}|(u,v) € Ec[|que} (O(n?))

5. Ubungsblatt

Aufgabe J

Zeigen Sie, dass NP unter Kleene-Stern abgeschlossen ist.

Esist zu zeigen VL € NP : L* € NP
gegeben: M entscheidet in O(p(Jw|)), ob w € L oder w ¢ L

gesucht: nicht-deterministische Turing Maschine M*, die in O(p*(|w|)) entscheidet, ob w € L*
oder w ¢ L*

Beweis:

* nicht-deterministische Turing-Maschine M* rat Aufteilung von w € L* in w = wiwsy ... wy,
Mmitwy € L
in O(py(|w])) Uberprufbar

* M* akzeptiert das leere Wort ¢

« M* simuliert M far jedes wy in O(p(|w1]) + ... + p(Jwn]))

- akzeptiert M jedes wy = M* akzeptiert
- sonst M* lehnt ab
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Aufgabe 5.1

Wir betrachten das folgende Problem K: Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢
mit n Variablen, gibt es eine erfullende Belegung von ¢, bei der mindestens die Halfte
aller in ¢ vorkommenden Variablen mit “true” belegt sind?

a) Formalisieren Sie dieses Problem als Sprache und zeigen Sie, dass K € NP gilt.

Lk = {(p,b)|bist eine Belegung der aussagenlogische Formel bei der mindestens die Halfte aller in ¢ vork:

nicht-deterministische Turing-Maschine:

* rat (¢, b)

* pruftin polynomieller Zeit, ob ¢ erfullt ist

* pruft in polynomieller Zeit, ob mindestens die Halfte aller in ¢ vorkommenden Variablen
mit “true” belegt sind

Wir betrachten das folgende Problem K: Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢
mit n Variablen, gibt es eine erfullende Belegung von ¢, bei der mindestens die Halfte
aller in ¢ vorkommenden Variablen mit “true” belegt sind?

b) Zeigen Sie, dass K ein NP-schweres Problem ist.

Pspat <, K (Psat € NP-complete C NP-hard), Reduktionsfunktion:

Eingabe enc(y,b) € Psar mitb = (b1, b2, ..., b))
* erweitere ¢ um |b| weitere Variablen, die alle mit “true” belegt sein mussen:

bl
- g = pA /\ai:go/\al/\.../\a‘b‘
=1
- bg = (bl,bg,...,b‘b‘,al — T,a9 '—>T,...,a‘b| :T)
= die Halfte aller Variablen in bx ist mit T belegt

* = enc(pk, bx) € K
Da K € NP-hard und nicht K € NP-complete gefragt war, ist die Laufzeit der Reduktion
egal, wird wohl aber doch polynomiell sein.

Aufgabe 5.2

Im folgenden Solitaire-Spiel haben wir ein Spielbrett der GroRe m x m gegeben. Als
Ausgangsposition liegt auf jeder der m? Positionen entweder ein blauer Stein, ein
roter Stein, oder gar nichts. Das Spiel wird nun so gespielt, dass Steine vom Brett
genommen werden bis in jeder Spalte nur noch Steine einer Farbe liegen, und in
jeder Zeile mindestens ein Stein liegen bleibt. In diesem Fall ist das Spiel gewonnen.
Es ist mdglich, dass man ausgehend von einer Ausgangsposition das Spiel nicht
gewinnen kann.

a) Formalisieren Sie das Problem, fur eine gegebene Ausgangsposition im Solitaire-
Spiel zu entscheiden, ob es mdglich ist, das Spiel zu gewinnen, als ein Entschei-
dungsproblem SOLITAIRE.

Pso maire = {enc(B)|B ist eine Ausgangsposition, die gewonnen werden kann}
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Im folgenden Solitaire-Spiel haben wir ein Spielbrett der GroBe m x m gegeben. Als
Ausgangsposition liegt auf jeder der m? Positionen entweder ein blauer Stein, ein
roter Stein, oder gar nichts. Das Spiel wird nun so gespielt, dass Steine vom Brett
genommen werden bis in jeder Spalte nur noch Steine einer Farbe liegen, und in jeder
Zeile mindestens ein Stein liegen bleibt. In diesem Fall ist das Spiel gewonnen. Es ist
maoglich, dass man ausgehend von einer Ausgangsposition das Spiel nicht gewinnen
kann.

b) Zeigen Sie, dass SOLITAIRE € NP gilt.

nicht-deterministische Turing-Maschine:

+ Rat ausgehend vom Ausgangsbrett eine erfullende End-Position.

* Falls keine Endposition existiert, dann akzeptiere nicht.

« Prufe fur jede der m Spalten, ob alle Steine die gleiche Farbe haben. O(m?)

« Priife fur jede der m Zeilen, ob diese mindestens einen Stein enthalt. O(m?)

* In O(m?) Schritten lasst sich aus der Endposition das Ausgangsbrett wiederherstellen, in-
dem die Steine, so wie sie auf dem Ausgangsbrett lagen, wieder zur Endposition hinzuge-
fugt werden ohne bereits liegende Steine zu ersetzen.

Fur eine gegebene Endposition lasst sich also in O(m?) GUberprifen, ob diese zu der Ausgangspo-
sition passt = Psotair € NP

Im folgenden Solitaire-Spiel haben wir ein Spielbrett der GroBe m x m gegeben. Als
Ausgangsposition liegt auf jeder der m? Positionen entweder ein blauer Stein, ein
roter Stein, oder gar nichts. Das Spiel wird nun so gespielt, dass Steine vom Brett
genommen werden bis in jeder Spalte nur noch Steine einer Farbe liegen, und in jeder
Zeile mindestens ein Stein liegen bleibt. In diesem Fall ist das Spiel gewonnen. Es ist
maoglich, dass man ausgehend von einer Ausgangsposition das Spiel nicht gewinnen
kann.

) Zeigen Sie, dass SOLITAIRE ein NP-schweres Problem ist, indem Sie zeigen, dass 3-
SAT in polynomieller Zeit auf SOLITAIRE reduzierbar ist.

P3.spt <p PsoLimaire TODO

Aufgabe 5.3

Sei ¥ ein Alphabet und A, B C ¥*. Wir sagen, dass A auf B in logarithmischen Platz
reduzierbar ist, und schreiben A <, B, falls es eine Many-One-Reduktion von A nach
B gibt, die in logarithmischen Platz berechenbar ist. Begrinden Sie: Gilt A <, B und
B <, C,dann gilt auch A <, C.

Anmerkung: Bei dieser Aufgabe ist nicht nach einem vollstandigen Beweis, sondern
eher nach einer Beweisidee gefragt.

Problem: lediglich das Arbeitsband der Reduktion g bzw. M, ist mit O(logn) beschrankt, die
Ausgabe von g bzw. M, kann aber O(p(n)) sein.
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Musterlosung Wir zeigen, dass fur zwei logspace-berechenbare Funktion f,g: ¥* —
¥* auch foglogspace-berechenbar ist. Seien dazu M; und M, Turing-Maschinen, die
mit logarithmischer Platzbeschrankung die Funktionen f und g berechnen.

Eine erste Idee, eine Turing-Maschine M zu erhalten, die f o g berechnet, ist, zuerst
M, auf der Eingabe aufzurufen, das Zwischenergebnis zu speichern, und dann My auf
diesem Zwischenergebnis laufen zu lassen. Diese Idee funktioniert jedoch nicht:
zwar benutzt M, bei Eingabe w € ¥* nur zusatzlich logarithmischen Platz zur Berech-
nung von g(w). Dieses Ergebnis kann jedoch polynomiell grof3 sein in der Lange von
w - und damit exponentiell in der Gro3e des zur Verfugung stehenden Platzes, der ja
logarithmisch in der GréBe von w beschrankt ist. Damit kann das Zwischenergebnis
g(w) nicht vollstandig gespeichert werden und dieser Ansatz funktioniert nicht.

Wir kdnnen aber diese Idee so modifizieren, dass sie funktioniert! Dazu berechnen wir
die Zeichen von g(w) “on demand”: wir verandern M, so, dass sie nur das k-te Symbol
von g(w) berechnet. Dies kann erreicht werden, indem M, mit einem weiteren Zahler
pversehen wird, der um eins hochgezahlt wird, wann immer M, ein Symbol ausgeben
mochte. Ist der Wert von p gleich &, gibt M, das entsprechende Zeichen aus und halt
an.

Um f(g(w)) in LogSpace zu berechnen, gehen wir nun wie folgt vor: wir simulieren
die Berechnung von M. Wann immer diese Berechnung ein Symbol von g(w) lesen
mochte, simulieren wir M, wie oben beschrieben. Beide Simulationen kénnen in
logspace durchgefuhrt werden, und damit kann auch f(g(w)) in logspace berechnet
werden.

Diese Berechnung von f(g(w)) ist recht ineffizient, da Symbole von g(w) maglicher-
weise mehrfach berechnet werden. Wir haben aber potentiell nicht genug Platz, um
das gesamte Wort g(w) zu speichern. Wir tauschen also “Platz gegen Zeit”.

Aufgabe 5.4

PCP-k ist das folgende Entscheidungsproblem:
Gegeben: eine Zahl k € N in undrer Kodierung und eine Instanz P des Postschen
Korrespondenzproblems, d.h. eine endliche Folge von Wortpaaren

P = (z1,32),. .., (n, Yn)

Uber einem Alphabet ¥, also z;,y; € =1 fir 1 <i < n.
Gefragt: Gibt es eine Losung fur P mit maximaler Lange k? Oder genauer: Gibt es eine
Folge von Zahlen 4y, ... i, so dass gilt:

Liy - Ty = Yiy -+ - Yip

wobei 0 < ¢ < kistundij € {1,...,n}furallej=1,...,¢?
a) Zeigen Sie, dass PCP-k entscheidbar ist.

PCP ist semi-entscheidbar. Da zusatzlich mit & noch ein Abbruchkriterium gegeben ist, lassen
sichin O(n*) alle méglichen Kombinationen durchprobieren. (Fir jedes (z;,,y;,) mitj € {1,...,k}
kann aus n Dominosteinen des PCP-Problems gewahlt werden.) Wenn also in den n* méglichen
Kombinationen keine Lésung gefunden wurde, kann eine Losung des PCP-k ausgeschlossen wer-
den. = PCP-k ist entscheidbar.
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PCP-k ist das folgende Entscheidungsproblem:
Gegeben: eine Zahl k£ € N in undrer Kodierung und eine Instanz P des Postschen
Korrespondenzproblems, d.h. eine endliche Folge von Wortpaaren

P = (z1,22),...,(Tn,yn)

Uber einem Alphabet ¥, also z;,y; € X1 fir1 <i < n.
Gefragt: Gibt es eine Losung fur P mit maximaler Lange k? Oder genauer: Gibt es eine
Folge von Zahlen 4y, ... i, so dass gilt:

Liy -« Ty = Yiq -+ - Yip

wobei 0 < ¢/ < kistundi; € {1,...,n}furallej=1,...,¢?
b) Zeigen Sie, dass PCP-k in NP liegt.

Eine Losung (i1, ...,i¢) des allgemeinen PCP lasst sich in polynomieller Zeit verifizieren. Damit
lasst sich auch PCP-k mit ¢ < k in polynomieller Zeit verifizieren. = PCP-k € NP

6. Ubungsblatt

P C Exp, LogSpace C PSpace

* LogSpace C P C PSpace C Exp

« DTIME(f) C DSPACE(f)

» DSPACE(f) C DTIME(20())

* NTIME(f) € NSPACE(f)

» NSPACE(f) C DTIME(20())

+ LogSpace C NLogSpace, P C NP, PSpace C NPSpace, Exp C NExp
+ P C PSpace, NP C NPSpace

* NLogSpace C P,NPSpace C Exp

* PSpace = NPSpace

* NLogSpace C NPSpace, NP C NExp

* PC NPNcoNP

* “Eine Sprache ist NP-schwer, wenn jede Sprache in NP polynomiell darauf reduzierbar ist.”
* NP-complete = NP N NP-hard

* Pt € NP—hard,Pha|t ¢ NP

* NL = coNL

* PSpace-hard

Aufgabe 6.1

Zeigen Sie folgende Aussagen:
a) Ist Ly, € PSpace und gilt L; <, Ly, soist auch L; € PSpace.

* L; € Ly bedeutet, dass die Reduktion in polynomieller Zeit stattfindet.

* Die (polynomielle) Reduktion f,, mit O,(n?) kann also héchstens O,(n?) (polynomiellen) Spe-
icher benutzen.

* L; € LogSpace:

- Entscheider mit Reduktion: Ms(f,(w1)) mit O(p - logn)
- Widerspruch: Wenn L; € LogSpace und L; <, Ly, dann ware Ly € LogSpace. (O(p -
logn) # O(n))
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* L, € PSpace:

- Entscheider mit Reduktion: Ma(f,(w1)) mit O(nP-42)
- O(nh) := O(nP®)

* Mit einer polynomiellen Reduktion kann nur von PSpace nach PSpace transformiert werden
und nicht von LogSpace in PSpace.

Zeigen Sie folgende Aussagen:
b) Ist L; ein PSpace-schweres Problem, und gilt L, <, L, dann ist auch L, ein PSpace-
schweres Problem.

* L, ist PSpace-hard: VK € PSpace : K <, Ly mit fx : K — L
e Iy SpLQ mithZLl — Lo
* = mit fo( fx(w)) lasst sich jedes w € K zu L, reduzieren

* VK € PSpace : K <, Ly mit fxo fo: K — Ly
* Die Verkettung polynomieller Funktionen ist polynomiell.

Aufgabe 6.2

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Jedes PSpace-schwere Problem ist NP-schwer.

falsch, es existieren Probleme K € PSpace, K ¢ NP fur die keine Reduktion K <, Knp € NP-hard
existiert. (K <, Kpspace € PSpace-hard muss existieren.)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
b) Es gibt kein NP-schweres Problem, welches in PSpace liegt.

falsch, Gegenbeispiel: QBF € NP-hard, QBF € PSpace

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
¢) Jedes NP-vollstandige Problem liegt in PSpace.

wahr, NP-complete C NP C PSpace

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Es gilt NP = PSpace, wenn es ein PSpace-schweres Problem in NP gibt.

wabhr, ware ein PSpace-schweres Problem Pyp € NP, dann wirde die Reduktion Ppspace <p Pnp
flr Ppspace € PSpace alle Probleme Ppspace VON PSpace in NP reduzieren.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
e) Wenn P # NP gilt, dann gibt es kein NP-schweres Problem in P.

wahr, ware ein NP-schweres Problem Pyp.harg € P, dann wirde die Reduktion Pyp <;, Pp-harg fUr
Pyp € NP alle Probleme Pyp von NP in P reduzieren.
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
f) Sei L ein PSpace-vollstandiges Problem. Dann gilt L € P & P = PSpace.

wahr

* L € PSpace-complete und wenn L € P, dann wirde die Reduktion Ppspace <p L flr Ppspace €
PSpace alle Probleme Ppspace VON PSpace in P reduzieren.
* Wenn P = PSpace, dann wére L € PSpace-complete C PSpace = P.

Aufgabe 6.3

Zeigen Sie, dass PSpace unter Komplement, Durchschnitt, Vereinigung, Konkatena-
tion und Kleene-Stern abgeschlossen ist.

VL, Ly € PSpace :
* =L, € PSpace
- TODO
* Ly N Ly € PSpace
- akzeptiere genau dann, wenn M; akzeptiert und M, akzeptiert
* L1 ULy € PSpace
- akzeptiere genau dann, wenn M; akzeptiert oder M, akzeptiert
* {wjwe|wy € L1,wy € Ly} € PSpace

- PSpace = NPSpace
- ratew; € Ly und wsy € Lo
- akzeptiere, wenn M; w; akzeptiert und M, wy akzeptiert

« L} € PSpace

- PSpace = NPSpace
- siehe Aufgabe |

Aufgabe 6.4

Wir betrachten das japanische Spiel Gomoku, welches von zwei Spielern X und O auf
einem 19 x 19-Brett gespielt wird. Die Spieler setzen abwechselnd ihre Steine auf das
Brett, und derjenige Spieler, der zuerst funf Steine in einer Reihe (horizontal, vertikal,
oder diagonal) gelegt hat, gewinnt. Spieler X beginnt.

Verallgemeinertes Gomoku wird statt auf einem Brett fester Gro3e auf einem beliebi-
gen n x n-Brett gespielt. Eine Position in diesem Spiel ist eine Belegung der Felder des
Spielbretts mit Steinen der Spieler X und O, wie sie in einem wirklichen Spiel auftreten
kdnnte. Sei

GM := {enc(B)|B ist eine Position im verallgemeinerten Gomoku, in der X eine Gewinnstrategie hat}
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wobei enc(B) die zeilenweise Kodierung der Position B Uber einem festen Alphabet
ist. Argumentieren Sie, warum GM € PSpace gilt.

TODO

Aufgabe 6.5

Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begrun-
den Sie Ihre Antwort.

a) Ip1.p1

wahr, 3 verlangt, dass eine mogliche Belegung fur p; existiert fur die Formel p; wahr ist. Eine
Moglichkeit ist p; = T.

Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begriin-
den Sie Ihre Antwort.

b) Vp1.p1

falsch, V verlangt, dass fur alle méglichen Belegungen fur p; die Formel p; wahr ist. Gegen-
beispiel: py = L

Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begrun-

den Sie Ihre Antwort.
C) dp:. L

falsch, es existiert kein p, fir das L wahr ist.
Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begrun-

den Sie lhre Antwort.
d) Vp1.3p2.p2 — p1

wahr, fur jedes p, ist die Formel 3py.p; — p1 mMit po = L erfullt.
Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begrun-

den Sie Ihre Antwort.
€) Vp1.3p2.Vp3.(p1 V p2) A p3

falsch, fur alle p; existiert zwar p, = T, damit p; V po wahr ist, aber fur p3 = L ist (p1 V p2) A ps
nicht wahr.

Welche der folgenden Quantifizierten Booleschen Formeln (QBFs) sind wahr? Begriin-
den Sie Ihre Antwort.

f) Vp1.Vp2.3p3.Vpa.((p1 A p2) — pa) V —p3

wahr, mit p3 = L ist ((p1 A p2) — p4) V —p3 immer erfullt.
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7. Ubungsblatt

Aufgabe M

Wir betrachten folgende Position im Tic-Tac-Toe:

X

O X

Angenommen, Spieler X ist am Zug. Beschreiben Sie eine Gewinnstrategie fur X.

Aufgabe N

Zeigen Sie, dass fur jedes PSpace-vollstandige Problem L auch das Komplement L ein
PSpace-vollstandiges Problem ist.

Die Entscheider My, fuir L € PSpace-complete C PSpace darf zum Entscheiden eines Wortes w
héchstens p(Jw|) Speicher nutzen. Der Entscheider M-, simuliert M, auf und kehrt anschlieBend
dessen Ergebnis um. Damit braucht M_; genauso viel Speicher wie Mj..

Aufgabe O

Zeigen Sie: ist P = NP, dann sind alle Sprachen L € P\ {0, ¥*} NP-vollstandig.

TODO

Aufgabe 7.1

Zeigen Sie, dass das Wortproblem fur linear beschrankte Turingmaschinen (LBA)
Pga = {enc(M)#+#enc(w)| M ist ein LBA, der w akzeptiert}

ein PSpace-vollstandiges Problem ist.

Zur Erinnerung (aus Formale Systeme): Ein linear beschrankte Turingmaschine (linear
bounded automaton, LBA) ist eine nichtdeterministische Turingmaschine, die den
Lese-/Schreibkopf nicht Uber das letzte Eingabezeichen hinaus bewegen kann.
Versucht sie das, so bleibt der Kopf stattdessen an der letzten Bandstelle stehen.

25


https://web.archive.org/web/20241212082357/https://iccl.inf.tu-dresden.de/w/images/0/0b/TheoLog24-Uebung-07.pdf

Musterlosung Wir zeigen zuerst P ga € PSpace. Dafur muss zuerst gepruft werden,
ob eine gegeben Eingabe von der Form enc(M)##enc(w) ist, wobei M ein LBA ist.
Dabei ist leicht zu sehen, dass in polynomieller Zeit gepruft werden kann, ob enc(M)
die Kodierung einer Turing-Maschine ist. Um zu sehen, dass M ein LBA ist, genugt es
dann zu prufen, ob M niemals ein _ Uberschreibt, und bei Lesen des _ dieses nicht
Uberschreibt und den Lesekopf nach links bewegt. Auch dies kann in polynomieller
Zeit gepruft werden.

Als nachstes muss ein Entscheider fur Pga prufen, ob M = (Q,%,T,0,qo, F) die
Eingabe w akzeptiert. Dazu beobachten wir, dass die Maschine M hochstens
|Q| - n - |T'|" Konfigurationen durchlauft, bevor sie in eine Schleife gerat. Es genugt
also, die Maschine M fir hochstens |Q|-n-|T'|" Schritte zu simulieren um zu entschei-
den, ob M das Wort w erkennt. Die Simulation von M selbst bendtigt nur linear
Platz (da M ein LBA ist), und hinzu kommt noch Platz fir einen Zahler, dessen Wert
hoéchstens |Q| - n - [T|" ist und der deswegen hdchstens Platz log |Q| 4+ logn + n - log |T|
bendtigt. Dies gesamte Simulation kann also in polynomiellen Platz ausgefuhrt
werden.

Wir zeigen nun, dass P ga PSpace-hart ist. Sei dazu L € PSpace und sei M eine
polynomiell platzbeschrankte Turing-Maschine, die L entscheidet. Sei p ein Polynom,
welches den Platzverbrauch von M beschrankt. Ohne Einschrankung sei dabei p(n) >
n fur alle n € N. Definiere dann pad(w) durch

pad(w) = wl”,

wobei L ein neues Symbol ist, so dass |pad(w)| = p(Jw]) gilt.

Seinun M’ die Turing-Maschine, welche M auf der Eingabe simuliert und dabei das L -
Zeichen wie behandelt. Dies kann erreicht werden, indem in der Ubergangsfunktion
von M jedes Vorkommen von durch L ersetzt wird, und zusatzlich noch die Transition
hinzugefugt wird, dass M’ bei Lesen von den Lesekopf nach links bewegt und wieder
schreibt. Dann ist M’ ein LBA und es gilt

M’ akzeptiert w < M akzeptiert w.

Also ist
f(enc(w)) = enc(M’)#4+enc(pad(w))

eine polynomiell zeitbeschrankte Reduktion von L auf P ga. Da L beliebig gewahlt
war folgt, dass P ga PSpace-hart ist.

TODO

Aufgabe 7.2

Begrinden Sie folgende Aussagen:
a) Ist P = NP, dann ist NP = coNP.

* L NP < —-L € coNP
s LeP&~-LecP
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« P=NP
=LeNP& LecP
& L eP e -LeNPund—L € coNP

Begrinden Sie folgende Aussagen:
b) Ist P # NP, dann gilt P # coNP, L # NP und P # PSpace.

* FUr jedes Problem L € NP liegt sein Komplement —=L € coNP.
Ware P = coNP, dann ware -L € P, aber L ¢ P & —~L € P.
Das wurde bedeutet L € NP = L € P, da =L € P.
=NPCP
Mit P C NP folgt P = NP
Widerspruch: P = coNP kann also nicht gelten.

* LCPundP#NP=L#NP

* P C NP C PSpace = P C PSpace = P # PSpace

Aufgabe 7.3

Wir betrachten folgendes Scheduling-Problem: Gegeben sind Prufungen P, ..., P
und Studierende Sy, ..., Sy, so dass jede Prufung von einer bestimmten Menge von
Studierenden abgelegt wird. Die Aufgabe ist, die Prifungen so in Zeitslots zu legen,
dass niemand zwei Prafungen im selben Zeitslot ablegen muss. Formalisieren Sie
die Frage, ob solch ein Prtfungsplan mit héchstens h Zeitslots méglich ist, als eine
formale Sprache und zeigen Sie, dass diese NP-vollstandig ist. Nutzen Sie dazu die
Tatsache, dass Farbbarkeit von Graphen NP-vollstandig ist.

P:={P,...,P}

S = {Sl,...,Pg}

L := {enc(P, S, h)| Es gibt eine Zuordnung von ¢ Studenten auf k£ Prifungen in h Zeitslots ohne
Uberschneidungen}

L ist NP-complete, wenn Pgraph-coloring <p L:
* ungerichteter Graph G = (V, E) und die Anzahl der Farben k von Pgraph-coloring

s P:=V
fur jede Kante {v;,,v;,} € V:

- ein Schuler S; hat die Prufungen P;, und P,,

c h:=k
* Lose das Scheduling-Problem.

Polynomielle Reduktion mit O(|E|) existiert, damit ist L € NP-complete.

Aufgabe 7.4

Zeigen Sie, dass folgendes Problem unentscheidbar ist: Gegeben eine Turing-
Maschine M und eine Zahl k € N, ist M eine O(n")-zeitbeschrankte Turing-Maschine?

TODO
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8. Ubungsblatt

Aufgabe P

Geben Sie fur die Formel

F =Vz.3y.(p(c1, 2) A (q(z, ca,2) V p(ca, y)))

wobei ¢1, ¢o Konstanten sind, folgendes an:
a) die Menge aller Teilformeln;

. p(er, 2)
q(z,c, 2)
(02721)
(w,c2,2) Vplc2,y)
. plen, 2) A (g, e2,2) V plea, )
. Fy.(p(er, 2) A (g, 2, 2) V plea, y)))
. Vo 3y.(pler, 2) A (g, c2,2) V p(e2, )

NouhswN
Q3

Geben Sie fur die Formel

F =Vz.3y.(p(c1,2) A (q(z, 2, 2) V plca, y)))

wobei ¢1, co Konstanten sind, folgendes an:
b) die Menge aller Terme;

* Variablen: z, y, 2
* Konstanten: ¢y, ¢
« Funktionen: 0

Geben Sie fur die Formel

F =Vz.3y.(p(c1,2) A (q(z, c2, 2) V plca, y)))

wobei ¢1, ¢ Konstanten sind, folgendes an:
c¢) die Menge aller Variablen, mit Unterscheidung freier und gebundener Variablen;

« gebundene Variablen: z, y
+ freie Variablen: z

Geben Sie fur die Formel

F =Vz.3y.(p(c1, 2) A (q(z, c2,2) V p(ca, y)))

wobei ¢1, ¢o Konstanten sind, folgendes an:
d) ein Interpretation I und eine Zuweisung Z fur I, sodass I, Z |= F.

. ]:(AI’.I)
- Al ={a)b,...}
_C{:

- cb
q!

b
{(a, z)|z belieblig} U {(b, y)|y beliebig}
)
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* Z ={z+ ...} Die Belegung von z ist beliebig.

V. 3y.( p(c1, 2) A( p(c2,y) )

V. Jy.( p(a, z) A( \ p(b,y) )

V. Jy.( T A( \ T )
Aufgabe Q

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Es gilt {F'} = G genau dann, wenn F — G allgemeingultig ist.

{F} = G: jedes Modell von F ist auch ein Modell von G

IEF TG
IWEF IEG
IEF TG
IEF IEG

erfullt
erfullt
nicht erfullt
erfullt

TODO

siehe 14. Vorlesung, Seite 9: Formeln interpretieren

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
k

b) Es gilt {1, ..., Fr} = G genau dann, wenn /\ F; — G allgemeingultig ist.

=1

siehe Deduktionstheorem auf Wikipedia

TODO

Aufgabe R

Seien F, G Formeln und z eine Variable. Zeigen Sie, dass dann gilt 3z.(F — G) =

Ve F' — Jdz.G.

s Vo — dx.GG
o W F'V 3Ix.G
o Jp.~FV dx.G

* Es handelt sich um zwei verschiedene z, fur V ist aber egal, ob eine der Bedingungen vom
eigenen z erfullt werden oder ein allgemeines z eine der Bedingungen erfullt, deshalb kdn-

nen die Existenzquantoren hier zusammengefasst werden.

« Jz.(-FVG)
* Jz.(F - G)

Aufgabe 8.1
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Gegeben sei ein Universum aus verschiedenen Personen und Speisen und ein
Pradikat mag, so dass mag(z,y) ausdruckt “x magy”.

a) “Ubersetzen” Sie folgende pradikatenlogische Formeln in natirlichsprachlich
formulierte Aussagen:

1. Yx.mag(z, Eiscreme).
2. Yx.dy.mag(z,y).
3. Vz.Vy.mag(x,y) V -mag(z,y).

1. Jeder mag Eiscreme.
2. Jeder mag irgendwas.
3. TODO

Gegeben sei ein Universum aus verschiedenen Personen und Speisen und ein
Pradikat mag, so dass mag(z,y) ausdruckt “x mag y".

a) “Ubersetzen” Sie folgende natirlichsprachlich formulierte Aussagen in pradikaten-
logische Formeln:

1. Tom mag keinen Fisch.
2. Jeder, der Pizza mag, mag auch Spaghetti.
3. Es gibt niemanden, der alles mag.

1. =mag(Tom, Fisch)
2. Vz.mag(x, Pizza) — mag(z, Spaghetti)
3. Vz.Jy.—mag(x,y)

Aufgabe 8.2

Welche der angegebenen Strukturen sind Modelle der folgenden Formel?
Va.p(z,x) AVz,y.((p(z,y) Ap(y, ) = = = y) AV, y, z.((p(x, y) Ap(y, 2)) = p(=, 2))
a) I; mit Grundmenge N und p/t = {(m,n)|m < n};
I, ist kein Modell, da Vz.p(z, x) (p(a,b) := (a < b)) nicht erfullt ist.
Welche der angegebenen Strukturen sind Modelle der folgenden Formel?
Va.p(z, z) AV, y.((p(x, y) Ap(y, @) = = = y) AV, y, z.((p(z,y) A p(y, 2)) = p(, 2))
b) I; mit Grundmenge N und p” = {(n,n + 1)|n € N};
I, ist kein Modell, da Vz.p(z, z) (p(a,b) := (a + 1 = b)) nicht erfullt ist.
Welche der angegebenen Strukturen sind Modelle der folgenden Formel?
Va.p(z, z) AV, y.((p(z, y) Ap(y, ) = = = y) AVz,y, z.((p(z,y) A p(y, 2)) = pz, 2))

c) I3 mit Grundmenge N und p® = {(m, n)|m teilt n};

I3 ist ein Modell.
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Welche der angegebenen Strukturen sind Modelle der folgenden Formel?

Vo.p(z,z) AV, y.((p(z, y) Apy,®)) = =~ y) AVx,y,2.((p(z,y) Ap(y,2)) = p(=, 2))

d) I, mit Grundmenge %* fUr ein Alphabet ¥ und p’ = {(z, )|z ist Prafix von y};

I, ist ein Modell.
Welche der angegebenen Strukturen sind Modelle der folgenden Formel?

Vr.p(z,z) AV, y.(p(z,y) Ap(y,x)) = =~ y) AVx,y,2.((p(z,y) Ap(y,2)) = p(=, 2))

e) I; mit Grundmenge P(M) fur eine Menge M und p’s = {(X,Y)|X C Y},

I5 ist ein Modell.

Aufgabe 8.3

a) Geben Sie je eine erfullbare Formel in Pradikatenlogik mit Gleichheit an, so dass
alle Modelle

1. hochstens drei,
2. mindestens drei,
3. genau drei

Elemente in der Grundmenge besitzen.

—_

. TODO
TODO
. TODO

w

b) Geben Sie je eine erfullbare Formel in Pradikatenlogik mit Gleichheit an, so dass
das zweistellige Pradikatensymbol p in jedem Modell als der Graph einer

1. injektiven Funktion,
2. surjektiven Funktion,
3. bijektiven Funktion

interpretiert wird. (Der Graph einer Funktion f : A — B ist die Relation {(z,y) €
A x B|f(z) = y}.)

—_

. Vay € Ayza € Ay € B((p(z1,y) Ap(z2,y)) = 21 = x2
. Yy € B.3x € Ap(z,y)
. (Vo1 € Az € A,y € B(p(21,y) Ap(22,y)) = 21 & 22) A (Vy € B.3z € Ap(z,y))

w N

Aufgabe 8.4

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Sind ' und IV Mengen von pradikatenlogischen Formeln, dann folgt aus " C I und
I'E FauchT' EF.
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wahr TODO

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
b) Jede aussagenlogische Formel ist eine pradikatenlogische Formel.

wahr, Aussagenlogik ist Pradikatenlogik ohne Pradikate, Variablen oder Quantoren

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
¢) Eine pradikatenlogische Formel F ist genau dann allgemeingultig, wenn —F uner-
fallbar ist.

wahr TODO

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Es gilt {Vz,y.(p(z,y) = p(y, 2)),Vz,y, 2.((p(z,y) A p(y, 2)) = p(z,2))} F Va.p(z, z)

* Vz,y.(p(x,y) — ply, a:)) bedeutet, dass p kommuntativ ist
(

z,y) €p' & (y,z) € p’
* Vz,y,z.((p(z,y) A ply, z)) — p(x, z)) bedeutet, dass p transitiv ist
(z,y) € p~ und (y, )ep = (z,2) €p'

(z,2) e p
« Furalle (z,y) € p’ muss gelten, dass auch (y, ) € p’ und durch die Transitivitat von (z,y) €
plund (y,z) € p! folgt (z,z) € p.

wahr

9. Ubungsblatt

Aufgabe S

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Jede Formel in Pranexform ist in Skolemform.

falsch, Formeln in Pranexform konnen einen 3-Quantor enthalten.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
b) Jede Formel in Skolemform ist in Pranexform.

wabhr, alle V-Quantoren stehen am Anfang der Formel.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
¢) Jede Formel ist aquivalent zu einer bereinigten Formel.

wahr, gebundene Variablen kdnnen umbenannt werden.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Jede Formel ist aquivalent zu einer bereinigten Formel in Pranexform.

wahr, bei Umwandlung in Pranexform finden nur aquivalenzerhaltende Operation statt.
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
e) Jede Formel ist dquivalent zu einer bereinigten Formel in Skolemform.

falsch, eine Formel in Skolemform ist nur erfullbarkeits-aquivalent.

Aufgabe T

Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik:
a) Jeder Drache ist gltcklich, wenn alle seine Drachen-Kinder fliegen kénnen.

Vd.((drache(d) A Vk.(kind(k,d) — fliegen(k))) — glucklich(d))

Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik:
b) Grune Drachen kénnen fliegen.

Vd.((drache(d) A grin(d)) — fliegen(d))

Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik:
¢) Ein Drache ist grin, wenn er Kind mindestens eines grinen Drachen ist.

Vd.((drache(d) A (Je.(drache(e) A (gran(e) Akind(d,e))))) — grun(d))
Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik:

d) Alle grinen Drachen sind glucklich.
Zeigen Sie, dass die letzte Aussage aus den ersten dreij folgt.

Vd.((drache(d) A grin(d)) — glucklich(a)
Aufgabe 9.1

Formalisieren Sie Bertrand Russells Barbier-Paradoxon

Der Barbier rasiert genau diejenigen Personen, die sich nicht selbst rasieren.

als eine pradikatenlogische Formel und zeigen Sie, dass diese unerfullbar ist.

Nehmen Sie dafur an, dass der Barbier durch eine Konstante b reprasentiert wird und
dass fur die Relation * rasiert y durch ein zweistelliges Pradikatensybol r ausgedruckt
wird.

* Vz.or(z,x) < r(b,x)
* FUrz :=b:

- —r(b,b) <> r(b,b)
- r kann also nicht definiert werden, um die Formel zu erfillen.

Aufgabe 9.2
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Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine dquivalente bereinigte Formel in
Pranexform.

a) Vz.(p(z,z) < —3y.q(z,y))

Va.(p(, ) < —Jy.q(z,y))

Aquivalenz auflésen: Va.((p(z, z) — —3Fy.q(z,y)) A (=3y.q(x,y) — p(z,)))
Bereinigung: Vz.((p(z,x) — —3y1.q(z,y1)) A (—3y2.9(z, y2) — p(x,x)))
Implikationen auflésen: Va.((—p(z, ) V =3y1.q(x, 11)) A (Fy2.q(z,y2) V p(x, x)))
—Jz.A & Vr.nA:

V. ((=p(e, ) VVy1.—q(@,y1)) A Byz-q(, y2) V ple, 2)))

nhwn =

6. Quantoren nach vorne ziehen: Va.Vy;.3y2.((—p(z, ) V —~q(z,y1)) A (q(z,y2) V p(z, x)))
Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine dquivalente bereinigte Formel in
Pranexform.

b) Vz.p(f(z,z)) V (¢(z, 2) = Fz.p(g(x, y, 2)))

1. Va.p(f (2, 2)) V (4, 2) — Tep(g(z,y, 2)))

2. Bereinigung: Va1.p(f(z1,21)) V (¢(x1, 2) — 3x2.p(g(x2,9, 2)))

3. Implikation auflésen: Va1.p(f(x1,21)) V (mq(x1, 2) V Jxe.p(g(22, v, 2)))

4. Quantoren nach vorne ziehen: Vzi.3ze.p(f(x1,21)) V (—g(x1, 2) V p(g(22,y, 2)))

Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine dquivalente bereinigte Formel in
Pranexform.

¢) Vz.p(x) A (Vy.Jx.q(z,9(y)) = Jy.(r(f(y)) V ~a(y, z)))

Va.p(z) A (Vy-3z.q(z, 9(y)) = y.(r(f(y) V ~q(y, x)))

Bereinigung: Va1.p(z1) A (Yy1.3x2.9(z2, 9(y1)) — y2.(r(f(y2)) V =q(y2, z1)))

Implikationen auflésen: Vai.p(x1) A (=Vy1.3x2.9(z2, g(y1)) V Jya.(r(f(y2)) V —q(y2, z1)))
ﬂVyl.Eng.A =4 Hyl.vxg.—\A:

Var.p(x1) A (FyrVae.—q(x2, 9(y1)) V Fy2-(r(f(y2)) V ~q(y2, 21)))

5. Quantoren nach vorne ziehen: Va;.3y; .Vae. Jys.(p(x1) A (—q(z2, 9(y1)) V (r(f(y2)) V—q(y2, 21))))

el

Aufgabe 9.3

Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine erfullbarkeitsaquivalente bere-
inigte Formel in Skolemform.

a) p(z) vV Iz.q(x,z) VVr.p(f(x))

p(z)V Iz.q(z,x) VVr.p(f(x))

p(x) V Ix1.q(x1, 1) V Veo.p(f(2z2))
Jz1.Vz2.(p(x) V q(21,21) V p(f(22)))
xr1 = ai.

Vao.(p(z) V g(ar,a1) V p(f(z2)))

PN =

Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine erfullbarkeitsaquivalente bere-
inigte Formel in Skolemform.

b) Vz.3y.q(f (), 9(v)) A Vz.(p(z,y,y) V q(h(y), )

—_—

- Va.3y.q(f(z), 9(y)) AVz.(p(z,y,9) V q(h(y), x)
. Vxl.EIyl.q(f(l“l)a g(yl)) A VIEZ-(P(CU% Y, y) \ Q(h(y)
. Vxl.EIyl.ng.(q(f(:):l),g(y1)) A (p(x% Y, y) \ Q(h(y

N

,2))
), 72)))

w
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4, Y1 = fl(:l/‘l)l
Vry.Vao.(q(f(21), 9(f1(21))) A (p(22,9,9) V q(h(y), 22)))

Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Formeln eine erfullbarkeitsaquivalente bere-
inigte Formel in Skolemform.
€) Va.Va.(p(x) < q(x,2)) vV Iz.Vy.(¢(z, 9(y, 2)) A F2.q(, 2))

—_—

. VaVr.(p(z) < q(z,x)) V IzNy.(q(z, g(y, 2)) A Tz.q(z, 2))
¥ (ple) — gl 1)) A (9l 2) — p() V T ¥y (g, 60, 2)) A F2g(z, 2)
CVap Voo ((p(z2) — q(z2,22)) A (q(z2,22) — p(x2))) V Jz3.Vy1.(q(x3, g(y1,2)) A Iz1.9(21, 21))
(y = y1 ist nicht notwendig, schadet aber auch nicht.)
4, Vr1.Vro.((—p(xe) V q(z2, 22)) A (mq(x2,22) V p(22))) V J23.VYy1.(q(23, g(y1, 2)) A F21.9(21, 21))
5. Vz1.Vao.3x3. Vy1.321.(((mp(z2) V q(z2, 22)) A (mg(x2, 22) V p(22))) V (q(23, 9(y1, 2)) A q(21,21)))
6. xr3 = fo(l‘l,ZL‘g):
V.V Vyr.3z1.(((mp(2) V q(22, 22)) A (2q(@2, 22) Vp(22))) V (q(fas (21, 22), 991, 2)) Aa(21, 21)))
7. z1 = fo (21,22, 91):
Va1 Voo Yy (((-p(z2) Voq(@2,22)) A (2q(@2,22) V p(a2))) V (a(fas(@1,22),9(01,2)) A
q(fo (21,22, 91), f21 (21,22, 91))))

w N

Aufgabe 9.4

Zeigen Sie, dass Allgemeingultigkeit von Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe in
Skolemform entscheidbar ist.

Musterlosung Es sei F eine quantorenfreie Formel mit Variablen zi,...,z,.
Dann gilt Vaq,...,x,.F ist allgemeingultig < 3xi,...,2,.~F ist unerfullbar
& —F[z1/a1,...,x,/ay] ist unerfullbar (Skolemisierung mit Konstanten ay, .. ., ay,).

Esist also V1, ..., z,.F allgemiengultig genau dann, wenn —F[z/ay, ..., xy/a,] Uner-

fallbar ist. Letzteres ist aber essentiell eine aussagenlogische Formel, und deren Er-
fullbarkeit ist entscheidbar.

10. Ubungsblatt

Aufgabe U

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
a) Zwei pradikatenlogische Formeln F und G sind aquivalent, wenn die Formel F + G
allgemeingultig ist.

wahr, TODO

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
b) Jede erfullbare Formel der Pradikatenlogik erster Stufe hat ein endliches Modell.

falsch, A kann unendlich sein.
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Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
¢) Jede erflllbare Formel der Pradikatenlogik erster Stufe hat ein abzahlbares Modell.

wahr, siehe Satz von Lowenheim-Skolem

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
d) Jede Skolemformel hat hochstens eine Herbrand-Interpretation.

TODO

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinden Sie Ihre Antwort.
e) Jede Skolemformel hat mindestens ein Herbrand-Modell.

falsch, lediglich jede erfullbare Skolemform hat ein Herbrand-Modell.

Aufgabe V

Zeigen Sie, dass man das Resolutionsverfahren der Pradikatenlogik erster Stufe auch
zum Nachweis von semantischen Konsequenzen nutzen kann, indem Sie die Aquiv-
alenz der folgenden Aussagen nachweisen:

a)l = F.

TODO

Zeigen Sie, dass man das Resolutionsverfahren der Pradikatenlogik erster Stufe auch
zum Nachweis von semantischen Konsequenzen nutzen kann, indem Sie die Aquiv-
alenz der folgenden Aussagen nachweisen:

b) I' U —F ist unerfullbar.

TODO

Zeigen Sie, dass man das Resolutionsverfahren der Pradikatenlogik erster Stufe auch
zum Nachweis von semantischen Konsequenzen nutzen kann, indem Sie die Aquiv-
alenz der folgenden Aussagen nachweisen:

c) AT' — F ist allgemeingultig.

Hierbeisei AT =41 A ... Ay fUrT = {71,..., 7}

TODO
Zeigen Sie, dass man das Resolutionsverfahren der Pradikatenlogik erster Stufe auch
zum Nachweis von semantischen Konsequenzen nutzen kann, indem Sie die Aquiv-
alenz der folgenden Aussagen nachweisen:

d) AT A —F ist unerfullbar.
Hierbeisei AT =y A ... Ay furT ={n,...,m}

TODO

Aufgabe 10.1
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Bestimmen Sie jeweils einen allgemeinsten Unifikator fur die folgenden Unifikation-
sprobleme, oder begriinden Sie, warum kein allgemeinster Unifikator existiert. Ver-
wenden Sie hierfur den Algorithmus aus der Vorlesung. Dabei sind z, y Variablen und
a, b Konstanten.

a) {f(x)=g(z,y),y=f(a)}

_

Af@)=g(x,y), y=f(a)}
Eliminierung: {f(z)=g(z, f(a)),y=f(a)}

Loschen, Zerlegung, Orietierung oder Eliminierung nicht méglich

w N

Bestimmen Sie jeweils einen allgemeinsten Unifikator fur die folgenden Unifikation-
sprobleme, oder begrinden Sie, warum kein allgemeinster Unifikator existiert. Ver-
wenden Sie hierfur den Algorithmus aus der Vorlesung. Dabei sind z, y Variablen und
a, b Konstanten.

b) {f(9(z,y))=(g(a, (b))}

{f(g(z,y))=f(g(a,h(b)))}
Zerlegung: {g(z,y)=g(a, h(b))}
Zerlegung: {x=a,y=h(b)}
{x— a,y— h(b)}

PN =

Bestimmen Sie jeweils einen allgemeinsten Unifikator fur die folgenden Unifikation-
sprobleme, oder begrinden Sie, warum kein allgemeinster Unifikator existiert. Ver-
wenden Sie hierfar den Algorithmus aus der Vorlesung. Dabei sind z, y Variablen und
a, b Konstanten.

) {f(z,y)=x,y=g(x)}

{f(z,y)=2,y=g(x)}

Eliminierung: {f(z, g(z))=x,y=g(z)}

Orientierung: {z=f(x, g(z)),y=g(x)}

Loschen, Zerlegung, Orietierung oder Eliminierung nicht mdglich

e

Bestimmen Sie jeweils einen allgemeinsten Unifikator fur die folgenden Unifikation-
sprobleme, oder begriinden Sie, warum kein allgemeinster Unifikator existiert. Ver-
wenden Sie hierfur den Algorithmus aus der Vorlesung. Dabei sind z, y Variablen und
a, b Konstanten.

d) {f(9(2),y)=f(9(x),a), g(z)=g(h(a))}

{f(g9(z),y)=f(9(x),a )
Zerlegung: {g(z)= (ér),yi ,9(x)=g(h(a))}
Léschen: {g(z)= (a: g(x)=g(h(a
Zerlegung: {y=a, z=h(
{z — h(a),y — a}

uhwn =

Aufgabe 10.2

Sei p ein k-stelliges Pradikatssymbol und seien sy, ..., sk, t1,...,tx Terme. Ferner sei
6 eine Substitution. Hierbei bezeichne 3[F] und V[F] jeweils den Existenz- bzw. Allab-
schluss Uber alle in F syntaktisch vorkommenden Variablen. Welche der folgenden
Aussagen sind richtig? Begrtunden Sie jeweils Ihre Antwort.

37



a) Falls p(t1,...,tx) und p(s1,...,sx) unifizierbar sind, so ist folgende Formel der

Pradikatenlogik mit Gleichheit allgemeingultig:
3[(81 ~ t1) VAN (Sk ~~ tk)]

b) Falls 3[(s1 ~ t1) A ... A (s = t)] erfullbar ist, so sind p(ti, ..., t) und p(sq,. ..
unifizierbar.

7Sk)

beide wahr, p(t1,...,t;) und p(s1, ..., sx) sind unifizierbar genau dann, wenn es eine Substitution
gibt, sodass p(t1,...,tx) = p(s1,...,sk). Wenn 3[(s1 ~ t1) A ... A (s = ;)] erfullt ist, gibt es eine

Substitution bei der s; ~ t; und damit muss auch p(ty, ..., t) = p(s1,. .., si) gelten.

Sei p ein k-stelliges Pradikatssymbol und seien sy, ..., sg, t1,...,tx Terme. Ferner sei
6 eine Substitution. Hierbei bezeichne J[F] und V[F] jeweils den Existenz- bzw. Allab-
schluss uber alle in F syntaktisch vorkommenden Variablen. Welche der folgenden

Aussagen sind richtig? Begrinden Sie jeweils Ihre Antwort.

) Ist 9 ein Unifikator fur p(t1,...,tx) und p(s1,...,sx), SO ist folgende Formel der

Pradikatenlogik mit Gleichheit allgemeingultig:

V[(s10 = t10) A ... A (sg0 = ti0)]

d) Ist V[(s10 = t10) A ... A (sgf = t0)] allgemeinglltig, so ist 6 ein Unifikator fur

Plt1, - ) und p(sy, ..., s1)-

TODO
beide falsch, wenn 6 = {81 — ¢, t1 —> ¢, 89 > ag,to —> ba, .. } mit a; #b; Undp = {(C, ag,as, .. .), (C, bo, b3, ...
dann ware zwar p(t10,...,t0) = p(s10, ..., sxl) aber s;0 # ¢;0 furi > 2.

Sei p ein k-stelliges Pradikatssymbol und seien sy, ..., s, t1,...,tx Terme. Ferner sei

6 eine Substitution. Hierbei bezeichne 3[F] und V[F] jeweils den Existenz- bzw. Allab-
schluss Uber alle in F' syntaktisch vorkommenden Variablen. Welche der folgenden

Aussagen sind richtig? Begrtunden Sie jeweils Ihre Antwort.

e)Istd ={z1 — uy,...,z, — u,} ein Unifikator fur p(t1,...,tx) und p(sy,...,sk), SO ist

folgende Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit allgemeingultig:

V[((ml ~ ul) VANIRAN (xk ~ uk)) — ((31 ~ tl) VAN (Sk ~ tk))]

TODO

Sei p ein k-stelliges Pradikatssymbol und seien sy, ..., sk, t1,...,tx Terme. Ferner sei
6 eine Substitution. Hierbei bezeichne 3[F] und V[F] jeweils den Existenz- bzw. Allab-
schluss Uber alle in F syntaktisch vorkommenden Variablen. Welche der folgenden

Aussagen sind richtig? Begrunden Sie jeweils Ihre Antwort.

f)Ist0 = {1 — w1,..., 2, — u,} ein Unifikator fUr p(¢1,...,tx) und p(sy,...,sk), SO ist

folgende Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit allgemeingultig:

TODO
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Aufgabe 10.3

Zeigen Sie mittels pradikatenlogischer Resolution folgende Aussagen:
a) Die Aussage “Der Professor ist glucklich, wenn alle seine Studenten Logik mégen”
hat als Folgerung “Der Professor ist glucklich, wenn er keine Studenten hat".

P(z) ... xist ein Professor
S(z,y) ... z ist Student von y
L(z) ... x mag Logik

G(z) ... zist glucklich

1. “Der Professor ist glucklich, wenn alle seine Studenten Logik mogen”

Vp.((P(p) AVs.(S(s,p) = L(s))) = G(p))
Vp.(=(P(p) AVs.(S(s,p) = L(s))) V G(p))
Vp.((=P(p) V =Vs.(=S(s,p) V L(s))) V G(p))
Vp.((=P(p) VHS-ﬁ(ﬁS(s p)V L(s))) vV G(p))
Vp.((=P(p) vV 3s.(S(s,p) A =L(s))) V )
Vp.3s.((=P(p) v (S(s, p)AﬁL(S))) G(p))
Vp.3s.((=P(p) v S(s,p) V G(p)) A (=P(p) V
Vp.((=P(p) vV S(fs(p),p) V G(p)) A ())
H=P(p), S(fs(p),p), G0)}, {=P(p), ~L(fs(p)),G(p)} }

2. "Der Professor ist glticklich, wenn er keine Studenten hat”

Vp.((P(p) A —3s.5(s,p)) = G(p))
Vp.(—=(P(p) A —3s.5(s,p)) V G(p))
Vp.(=P(p) vV 35.5(s,p) V G(p))
Vp.3s.(=P(p) V S(s,p) V G(p))
Vp.(=P(p) vV S(fs(p),p) V G(p))
H{=P), S(fs(p),p),G(p)}}

Formel 2.6istin 1.7 enthalten, bzw. {{=P(p), S(fs(p),p), G(p)}} C {{=P(p), S(fs(p),p), G(p)}, {~P(p), ~L(fs(p)

G(p)
)

—L(s) v G(p)))

WoNOTUAWN =

oukhwpn=

Zeigen Sie mittels pradikatenlogischer Resolution folgende Aussagen:
b) In Aufgabe T von Ubungsblatt 9 folgt die letzte Aussage 4 aus den ersten drei 1-3:

1. Jeder Drache ist glucklich, wenn alle seine Drachen-Kinder fliegen kénnen.
2. Grune Drachen kénnen fliegen.

3. Ein Drache ist grun, wenn er Kind mindestens eines grinen Drachen ist.
4. Alle grinen Drachen sind glucklich.

Zur Vereinfachung darf hier angenommen werden, dass alle Individuen Drachen sind.

(z,y) ... zist ein Kind von y
(x) ... z kann fliegen

(x) ... xist glucklich

() ... zistgran

T m R

Q

1. Vd.(Vk.(K (k,d) — F(k)) — H(d))

1. Vd.(Vk.(K (k,d) — F(k)) — H(d))
2. Vd.~(Vk.(~K (k,d) v F(k)) v H(d))
3. Vd.(3k.~(~K (k,d) v F(k)) v H(d))
4. Yd.(3k.(K (k,d) A=F(k)) v H(d))
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5. vd«K(fk(d),d) A =F(fi(d)) v H(d)
6. V(K (fi(d),d) v H(d)) A (~F(fi(d)) V H(d)))
7. {{K(fk( ).d), H(d)} ,{~F(fi(d)), H(d)}}

2. ¥d.(G(d) — F(d))
1. Yd.(=G(d) V F(d))
2. {{~G(d),F(d)}}
3. Wd.(3e.(G(e) A K(d, e)) — G(d))

. Vd.(~3e.(G(e) A K(d,e)) V G(d))
vd.(Ve.~(G (;AK(d 6)))V G(d))

1
2.
3. Vd.(Ve.(-G(
4.
5

V-K(d,e)) Vv G(d))
vd.Ve.(—G(e )vﬂK(d e) vV G(d))
. {{~G(e),~K(d,e),G(d)}}
Klauseln:
1. {K(fx(d),d), H(d)}
2. {=F(fx(d)),H(d)}
3. {=G(d), F(d)}
4, {—|G(€), (d )7G( )}
5. 2+ 3: {=G(fi(d)), H(d)}
6. 4 +5: {—~G(d), ~K(f1(d),d), H(d)}
7.

(

(
1+6:{~G(d), H(d)}

)

Vd.(G(d) — H(d)) Alle grinen Drachen sind glucklich.

Aufgabe 10.4

Gegeben sind die folgenden Formeln in Skolemform.

F =Vz,y,2.p(z, f(y),9(2, 7))

G = Vaz,y.(p(a, f((l,ﬂ?,y)) \ Q(b))

wobei a und b Konstanten sind.
a) Geben Sie die zugehodrigen Herbrand-Universen Ap und Ag an.

F': keine Konstanten; Funktionen f, g:

1. AO = {a}
2. Ay =AgU{f(a),g(a,a)}
3. Ay =AU {
« f(f(a)), f(g(a,a)),
* g(a, f(a)),g(a, g(a,a)),
* 9(f(a),a),g(f(a), f(a)),g(f(a),g(a,a)
* g(9(a,a),a),g(g(a,a), f(a)),g(g(a,a),g(a,a))
}
4, ...

5. Ap = {f(z), f(f(2)),9(x, ), 9(x, f(¥)), 9(f(x),y), 9(f(2), f(y)),-- -}

G Konstanten a, b; Funktionen f:
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1. Ay = {a,b}
2. A(l) =AoU{f(a,a,a), f(a,a,b), f(a,b,a), f(a,b,b), f(b,a,a), f(b,a,b), f(b,b,a), f(b,b,b)}
3. Ay = Ay U{

* f(a,a, f(a,a,a)), f(a,a, f(a,a,b)), f(a,a, f(a,b,a)),...

’f
* fla, f(a,a,a),a), f(a, f(a,a,b),a), f(a, f(a,b,a),a),...
* f(a, f(a,a,a), f(a,a,a)),...

}

4. ...

5. AG = {a7b7f(a7a7a)7f(a7avb)a f(a7 ba a)7 f(avba b)7 f(b7a7a)7f(b7 a, b)vf(b7 b7 a)a f(b7 b? b)7 . }
Gegeben sind die folgenden Formeln in Skolemform.

F = Vx,y, Z-p(l"a f(y),g(z,:c))

G = Vaz,y.(p(a, f(an:,y)) \ q(b))

wobei a und b Konstanten sind.
b) Geben Sie je ein Herbrand-Modell an oder begrinden Sie, warum kein solches
existiert.

* F=Va,y 2p(, f(y) 9(z )

- Al=Ap

- flt) =tmitt € Ap
gl(tl,tQ) =ty mitty,ty € Ap
ph={(t, f(t), g(t,1)|t € Ap}

* G =Vur,y.(p(a, f(a,z,y)) V q(b))

- Al = Ag

f(tl,tg,tg) =t mit ti,to,t3 € AG
p[ = AG X AG X AG

- ¢ =A¢

11. Ubungsblatt

Aufgabe 11.1

Gegeben sei die folgende Kino-Datenbank bestehend aus den drei Tabellen Filme,
Spielstatten und Kinoprogramm. Geben Sie die nachfolgenden Anfragen jeweils in
Form einer pradikatenlogische Formel an:
a) Wer ist der Regisseur von Der Hobbit 1?

Q = Ir.(3s.Filme(Hy,r, s))
Z = {Hy — "Der Hobbit 1"}

Gegeben sei die folgende Kino-Datenbank bestehend aus den drei Tabellen Filme,
Spielstatten und Kinoprogramm. Geben Sie die nachfolgenden Anfragen jeweils in
Form einer pradikatenlogische Formel an:

b) Welche Kinos spielen Der Hobbit 1?

Q = Jk.(3z.Kinoprogramm(k, Hy, z))
Z = {H; — "Der Hobbit 1"}
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Gegeben sei die folgende Kino-Datenbank bestehend aus den drei Tabellen Filme,
Spielstatten und Kinoprogramm. Geben Sie die nachfolgenden Anfragen jeweils in
Form einer pradikatenlogische Formel an:

¢) Gibt es ein Kino welches einen Film von Christopher Nolan zeigt?

Q = 3k.(3f.(3s.Filme(f, Cnolan; s) A Fz.Kinoprogramm(k, f, z)))
Z = {CNolan — "Christopher Nolan"}

Gegeben sei die folgende Kino-Datenbank bestehend aus den drei Tabellen Filme,
Spielstatten und Kinoprogramm. Geben Sie die nachfolgenden Anfragen jeweils in
Form einer pradikatenlogische Formel an:

d) Welche Paare von Schauspielern spielen gemeinsam in mindestens einem Film?

Q = Ja,b.(3f, r.(Filme(f, 7, a) A Filme(f,r, b)) A (a % b))

Gegeben sei die folgende Kino-Datenbank bestehend aus den drei Tabellen Filme,
Spielstatten und Kinoprogramm. Geben Sie die nachfolgenden Anfragen jeweils in
Form einer pradikatenlogische Formel an:

e) Welche Paare von Schauspielern spielen gemeinsam in genau einem Film?

1.Q = Ha,b((a % b) A If1,r1.(Filme(fi,r1,a) A Filme(fi,r1,0) A =3fa,r2.((f2 % f1) A
Filme(fy, 72, a) A Filme(fy, 72,b))))

2.Q = 3Ja,b(la % b) A Ify,ri.(Filme(fi,r1,a) A Filme(fi,r1,b) A Yfo,ro((f2 % fi1) A
Filme( fa, 79, a) A Filme(fa,72,b))))

3. Q = da,b.((a # b) A 3fi,ri.(Filme(fi,ri,a) A Filme(fi,r1,b) A Yfa,r2.((fo = fi) V
—Filme(fs, 2, a) v —Filme(f2,72,0))))

A

Aufgabe 11.2

Gegeben sind die folgenden Formeln in Skolemform.
F =Vz,y,zp(, f(y),9(z,2))

G = Vm,y.(p(a, f((l,l’,y)) v Q(b))

wobei a und b Konstanten sind.
Geben Sie die Herbrand-Expansion HE(F') und HE(G) an

« HE(F)

- Arp ={a, f(a),g(a,a), f(f(a)),...}
* Ao = {a}
* Ay =AgU{f(a),g(a,a)}

- HE(I".).Z{
* pa,a,g(a, a)),
* p(f(a),a,g(a,a)),
* p(a, f(a),g(a,a)),
* p(f(a), f(a),g(a,a)),
* p(a,a,g(f(a),a)),
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}
* HE(G)
= AG = {a’ b7 f(a7a’a)’f(b7a’a)’f(a’b’a)7f(b7b7a)7f(a7a7b)’f(f(a’a7a)’a7a)?f(a’7f(a7a7a)7a)?f(b7 f(a
* AOZ{aab}
Ay = Ao U{f(a,a,a), f(b,a,a), f(a,b,a), f(b,b,a), f(a,a,b),...}
AQ—AlU{f( (a,a,a),a,a), f(a, f(a,a,a),a), (b, f(a,a,a),a),...}

* ok o

1
T
,'T'\
Q

* ok ok k k k ok ok

Aufgabe 11.3

Fuhren Sie fur die folgenden Formeln eine Resolution durch, um zu zeigen:
a) Fur F; = Va.(weg(x) — fuhrtNachRom(z)) A Vz.(autobahn(z) — weg(z)) A
autobahn(a4) und G; = fuhrtNachRom(a4) gilt F; E G;.

1. {-weg(z1),fuhrtNachRom(xz;)}
2. {—autobahn(zq),weg(z2)}

3. {autobahn(a4)}

4. 3+2: {weg(ad)}

5. 1+ 4: {fuhrtNachRom(a4)}

Fuhren Sie fur die folgenden Formeln eine Resolution durch, um zu zeigen:
b) Fur F» = Vaz.(kdnguru(z) — 3Jy.hatMutter(z,y)) A Vz.Vw.(hatMutter(z,w) —
liebt(w, z)) und Go = Va.(kdnguru(z) — (Jy.liebt(y, x))) gilt F» = Gs.

=

1. Vz.(kanguru(z) — Jy.hatMutter(z, y)) A Vz.Vw.(hatMutter(z, w) — liebt(w, z))

2. Vz.(-kdnguru(z) v Jy.hatMutter(z, y)) A Vz.Vw.(=hatMutter(z, w) V liebt(w, z))

3. Va.3y.Vz.Vw.((-kdnguru(z) Vv hatMutter(z, y)) A (—hatMutter(z, w) V liebt(w, z)))
4. Vz.¥z.Yw.((-kanguru(z) v hatMutter(z, f,.(z))) A (-hatMutter(z, w) V liebt(w, 2)))

Gy =

1. Va.(kdnguru(z) — (Jy.liebt(y, z)))

2. Va.(-kénguru(z) v (Jy.liebt(y, x)))
3. Vz.3y.(—kanguru(z) Vv (liebt(y, x)))
4. Vz.(—kanguru(z) V liebt(fy.,(z), x))

Resolution:

1. {—kanguru(z), hatMutter(z, f,, (z))}
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2. {—hatMutter(z, w), liebt(w, 2)}
3. 1+ 2: {-kanguru(x), liebt(f,, (z),z)}
4. Mit fy,. (z) = fy,(x) gilt I, = Gs.

12. Ubungsblatt

Aufgabe 12.1

Wir betrachten das folgende Datalog-Programm P:

T(x) < e(z)
T(x) < a(z,y) NT(y) Nb(z,2) NT(z)

e(1), e(2), e(6)
a(3,1),a(4,3),a(5,3),a(7,5)
b(3,2),b(5,3),b(7,6)

a) Geben Sie einen Ableitungsbaum fur 7'(5) an.

Wir betrachten das folgende Datalog-Programm P:

T(z) + e(x)

T(x) < a(z,y) NT(y) Nb(z,2) NT(z)
e(1), e(2), e(6)
a(3,1),a(4,3),a(5,3),a(7,5)
b(3,2),b(5,3),b(7,6)

b) Berechnen Sie die Mengen T2, T}, T%, ... An welchem Punkt wird der Grenzwert
erreicht?

T5H ... welche T(z) lassen sich mit den bereits berechneten T'(y) € T% berechnen?

« TP =10

Tp =TpU{T(1),T(2),7(6)}
TP =TpU{T(3)}
1

- T(3) ¢ a(3,1) AT(1) Ab(3,2) AT(2)
T} = T3 U{T(5)}

- T(5) « a(5,3) AT(3) Ab(5,3) AT(3)
Th =T U{T(7))

= T(7) + a(7,5) AT(5) Ab(7,6) A T(6)

* es gibt keine weiteren Fakten fur T'(k) mitk > 7
Tp ={T(1),T(2),T(3),T(5),T(6), T(7)}
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Aufgabe 12.2

Sei E C V x V die Kantenrelation eines gerichteten Graphen G = (V,FE) mit
(endlicher) Knotenmenge V. Weiter sei e das dazugehorige Datalog-Pradikat mit
e(v1,v2) & (v1,v2) € Efur alle vy,vy € V.

Formalisieren Sie die nachfolgenden Probleme als Datalog-Programme, d.h. geben
Sie Regeln an, die fUr einen gegebenen Graphen eine Losung fur das jeweilige Prob-
lem liefern.

a) Nicht-Terminiertheit: Alle Paare von Knoten, die Uber eine Kante miteinander ver-
bunden sind, so dass der Knoten mit der eingehenden Kante wieder verlassen werden
kann.

T(z,y)  e(z,y) Ne(y, z)

Sei E C V x V die Kantenrelation eines gerichteten Graphen G = (V,FE) mit
(endlicher) Knotenmenge V. Weiter sei e das dazugehorige Datalog-Pradikat mit
e(v1,v2) & (v1,v2) € E fur alle vy,vy € V.

Formalisieren Sie die nachfolgenden Probleme als Datalog-Programme, d.h. geben
Sie Regeln an, die fUr einen gegebenen Graphen eine Losung fur das jeweilige Prob-
lem liefern.

b) Erreichbare Knoten: Alle Knoten, die von einem festen Startknoten s erreichbar
sind.

Sei E C V x V die Kantenrelation eines gerichteten Graphen G = (V,E) mit
(endlicher) Knotenmenge V. Weiter sei e das dazugehorige Datalog-Pradikat mit
e(v1,v2) & (v1,v2) € Efur alle vy,vy € V.

Formalisieren Sie die nachfolgenden Probleme als Datalog-Programme, d.h. geben
Sie Regeln an, die fur einen gegebenen Graphen eine Losung fur das jeweilige Prob-
lem liefern.

) Alternative Wege: Alle Paare von Knoten, die sowohl Uber einen Weg der Lange
eins als auch Uber einen Weg der Lange zwei verbunden sind.

T(z,y) < e(z,y) Ne(z,2) Ne(z,y)
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