Formale Systeme:

Plan

1.Formale Sprachen &

e Grammatiken

Grammatiken: " Frinor
= un
- LEXi ka I isc he Ana Iyse . E rzeugt FOIge : g[‘nr:]or;i::'rl%?;nfzbschIusseigenschahen‘ Minimalisierung
von Tokens (Bedeutungseinheiten) * Konlexifrele Sprachen
. . . — Wortproblem (CYK)
e Zur Weiterverarbeitung meist ~ Pumping-Lemma
Mitnahme von Informationen wie Name ~ ~fomore
- i . - Turi hi
Syntaktische Analyse: Erzeugt GO
Stl’u ktu rbaum ¢ Aussagenlogik
= - Syntax und Semantik
- Semantische Analyse: Coderzeugung / ~ Algorithmen zum logischen Schiiefen
O ptl m |e run g - Die Komplexitatsklasse NP

- Formale Sprachen: Mengen von String, wie Bezeichner, Programme,
etc.
> Eine Menge von Wértern tber ).
e Beschreibbar durch Automaten, Grammatiken, Syntaxdiagrammen

- Alphabete & Worter:

° Sei w = a;...an ein Wort der Lange n.
e Ein Préfix von w ist ein Wort a, ...a; mit0<i<n ‘.‘ Beispiel: Das Wort Staubecken hat ein Prafix Staub, ein Suffix
* Ein Suffix von w ist ein Wort a; ... an mit0 <j <n ecken und ein Infix taube (und viele andere mehr).
e Ein Infix von w ist ein Wort a; ...a; mit0<i<j<n
* Vereinigung: LiuLs
i * Schnitt: LinLy
* Komplement: L=z \L (nursinnvoll, wenn das
Alphabet X klar festgelegt ist!)
* Produkt: Ly oLy = {wyws | w; € Ly, ws € Ly}
* Potenz: L°={ejund L"*! = LoL"
e Kleene-Abschluss: L* =L°UL'UL?U... =yl
Fiir Sprachen L4, Ly, K iiber einem gemeinsamen Alphabet X gilt: Fir Sprachen Ly, Lz, K dber einem gemeinsamen Alphabet X gilt:
* LinLz = Ls nLy (Kommutativgesetz n) Ko(LijuLy) =(KeLy)U(KoLy) [ :
. Distributivgesetze ofU
s L ULy = Ly ULy (Kommutativgesetz U) (LiuL)eK=(L1cK)U(Lz oK)
s Ku(LinLz) = (KuLy)n(KULz) (Distributivgesetz U Gber N) e Achtung: Distributivgesetze o/n gelten nicht!
* Kn(LjuULy) = (KnLy)U(KnLy) (Distributivgesetz N tber L) * K=Kole} = (el oK ({e] neutrales Element zu o)
O Ul e (De Morgansches Gesetz 1) e Koll=0cK=0 (0 absorbierendes Element zu o)
— e K=K cK=KcK’
Y * LinL; =Ly ULy (De Morgansches Gesetz 2)

K =K' U {e} = (K\ (e})’

- Kardinalitaten:
> Uber jedes Alphabet gibt es abzahlbar viele Wérter und iiberabzahlbar
viele Sprachen
e Fast alle Sprachen kénnen nicht endlich beschrieben werden

- Grammatiken:
» Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G=(V,Y_,P,S| bestehend aus:



® V: Menge von Variablennamen

® 3: Alphabet, disjunkt zu V

® P: Menge von Produktionsregeln der Form w - v fur beliebige Worter w
und v Uber Z UV, wobei w mindestens eine Variable enthalt (d.h. w, v
ce(ZuV)xundw<2x)

® S: Startvariable aus V

Die Elemente von Z nennt man auch Terminalsymbole, die Elemente von
V analog Nicht-Terminalsymbole.

Ableitungen:
» 1-Schritt-Ableitungsrelation: binare Relation = zwischen Wortern aus
(Vu), ), so dass u = v genau dann wenn:
u=w,xw, und v=w,yw,mit Regel x - y e P
> Ableitungsrelation =°: reflexive, transitive Abschluss von =, das heilt u

=% V genau dann wenn:
USW, 2 W, .2 W, DWW,

Sprache einer Grammatiken:
» Die aus Grammatik erzeugte Sprache L(G]::{w € Z °|S:>"’w} besteht aus
allen Wértern tiber D_, die man von S ableiten kann

Chomsky-Hierarchie:
» unterteilt Grammatiken & Sprachen in vier Stufen...
> Setzt vorraus, dass mind. Eine Variable in w existiert, sonst keine

Grammatik
e Typ O: beliebige Grammatiken
° Typ 1: kOI:]tethenSItlve Typische kontextsensitive Regel:
Grammatiken/Sprachen: 4B - ave
A”e Rege|n W - V erfu”en die Bedingung | B kann im Kontext von a und ¢ durch v ersetzt werden.
w| = |v].
e Typ 2: kontextfreie : :
. Typische kontextfreie Regel
Grammatiken/Sprachen: By
A”e Rege|n haben die Form A - V fUr eine .B kann in jedem Kontext durch v ersetzt werden.
Variable A.
e Typ 3: requlare Grammatiken/Sprachen:
Alle Regeln haben eine der Formen A — cB|A —~c|A - ¢
Erzeugung e-freier Grammatiken Berechnung von V,
Der folgende Algorithmus kann e-Regeln eliminieren. Die Variablen A & V mit A =" € kann man leicht rekursiv finden:

Eingabe: kontextfreie Grammatik (CFG) G = {V,Z,P,5)
Ausgabe: e-freie CFG G' = (V',Z,P’,§") mit L(G') = L(G)

Eingabe: kontextfreie Grammatik G = (V,X, P, S)
Ausgabe: V, fir diese Grammatik

« Initialisiere " := Pund V' :=V

* Berechne V, = {A € V | A =" ¢} (Details dazu spater)

* Entferne alle e-Regeln aus P’

¢ Intialisiere V, :—= {A|A —c€ P}
* Solanae es eine Reael B — A. . __A. € P aibt. sa dass ailt

e-NFA: Variationen

+ Solange es in P’ eine Regel B — xAy gibt, mit

wihle eine solche Regel und setze P := P’ U [B — xy) | Beispiel:

» Falls § € V, dann definiere ein neues Startsymbol §’ ¢ V, ‘
setze V.=V U{S'lund PP =P U{S — §,§ — €}. Falls | Initialisieru
§ ¢ V,, dann verwenden wir einfach §" := § als Startsymbol Schritt 1: '}

wahle Die Konstruktion im Beweis verlangert* normale Uberginge .nach rechts" durch

A€V, b+ =1 Boxyg¢P Anhangen von e-Transitionen.

Man kann alternative Konstruktionen fir den Beweis angeben:

Schritt 2: 1 * Verlangerung nach links": e-Transitionen vor normalen Ubergéngen;

(CFG steht fir context-free grammar und wird oft als Abkiirzung verwendet) — Anfangszustande werden beibehalten; dafir werden Endzustande mit

e-Transitionen erweitert.




- Endliche Automaten:
» Ein deterministischer (DFA) endl. Automat ist ein Tupel
M=Q,Y ,8,q,,F)Q: Menge an Zustanden
§: Ubergangsfunktion (partiell/total)
q, € Q: Startzustand
F C Q: Menge Endzustanden

Deterministisch: Von einem Zustand aus gehend miissen die Symbole der Ubergange

unterschiedlich sein -> es durfen bspw. Keine Ubergange mit bspw. ,a“ auf sich und ein
anderen Ubergang zeigen.

e Sprache: L(M):«{we ZL‘«S(QO,w)nF#@}, fur die M einen akzept. Lauf

hat.
Fir M =(Q.Z,6,q,. F) ergibt sich G = (V,Z, P, 5) wie folgt:
s V=0
¢ Von Automat .« Si=gp
Zum reg . * P besteht aus den folgenden Produktionsregeln:
Ausd ruck: g —ag falls §(g.a)=q'

g —a fallsdlg.a)eF

go—e fallsgyeF

» Ein nicht-deterministischer (NFA) endl. Automat ist ein Tupel

M=(Q,Y. ,8,Q,.F
§: Ubergangsfunktion, 2°... Potenzmenge von Q
Q,: Menge mogl. Startzustande

e Laufe:

Ein Lauf eines NFA M = {Q, X, 8, Qo, F) flr ein Wort w = o - - - o, ist eine Folge von
Zustanden gy ... ¢, S0 dass gilt:

® qo € Qu,

® giv1 € 8(gi, 0ipq) flr alle 0 < i < m,

® (1) m=|w|=noder (2) m <n und &(gm, Tm+i) = 0"

Ein Lauf heiB3t akzeptierend, falls m = n und g, € F.
Andernfalls heit der Lauf verwerfend.

e Verallgemeinerte Ubergangsfunktion:



Zuerst erweitern wir 5 auf Mengen von Zustanden:

Fir eine Zustandsmenge R € 0 und ein Terminalsymbol a sei

8'(R,a) =|_Js(q.a).

geR

Dann erweitern wir - von einzelnen Symbolen zu beliebigen Wértern:

Fir eine Zustandsmenge R C Q und ein Wort w € £ sei §"(R. w) die Menge aller Zu-
stande, die man erreichen kann, wenn man in einem Zustand aus R beginnt und das
Wort w einliest. Formal:

* *(R.e)=R
* §*(R,av) = & (6“(R,a),v)

Potenzmengenkonstruktion:
> Potenzmengen DFS M, ==<QDFA,Z ,6DFA,qO,FDFA> Qpm=2°
§,m|R,al=iqe R:68(q,a)
q,=Q
Fpu=|Re29RnF=o)

e Abschlusseigenschaften:
» Vereinigungsautomat:
» Automat mit den Unterschieden beider
> Schnittautomat (n): wie Quotientenautomat

M@M:={Q1 u QZ’Z ’612’Q0,1 U QO,Z’Fl U FZ} mlt
= Q1(’q,a),fallsq S Ql

q.,(q.a)
* 0.lq.a,fallsq € Q,

= Produktautomat:
M®M:={Q1XQ2:Z :6:Qo,1XQ0,2:F1XF2} mit
5(<Q1’Q2>):0):61(Q10)X(Sz(cba)

» Komplementoperator: M:= <Q, Z ,0,q,,Q z,>

» Konkatenation:
» Endzustande werden mit Startzustanden des anderen
verbunden

M@M==<Q1 U Qz,z ,5,Q0’1,F2> mit
8,1q,al,fallsq € Q,
52(Q,GJ,fallsq S Q2
5(q,e):={Qo,2’fallsq EF,

§lq,al= und

<, sonst

Kleene Stern: )
» Von allen Finalzustanden gehen e-Ubergange zum
Startzustand



durch {Q". %, &', O}, F') wobei
* (O =0Ulg.} (wobei g, £ Q0 0.B.dA.)
* §'(g,a) = d(g.a) fir alle g € Q,a € £ und
& (gr. €) = Qo fir alle gr € F
Q5 = 0o U {ge
* F'=FUlq.]

Gegehen sei sin NFA M = (0. £ 4. Oy, F). Der Automat A" ist ein ~-NFA gageben

Regulare Ausdrucke:
» Menge ist induktiv definiert...
" e

" vae),

= Seia,be ), regulare Ausdriicke, dann sind es auch:

¢ Semantik:
» Menge (Sprache) ist induktiv definiert...
» L|O)=@,Lle|=|¢,Lla)=|a| fir vae ),
L{(ab)|=L(a)° L(b)
= Lilavbl|=L(a)u L(b)
Lllaf|=L(a)

e Regularer Ausdruck -> NFA:

= Rekursive Komposition ¢—NFA zu NFA:

Fiir einen Ausdruck a definieren wir indukiiv den e-NFA M(a):

Grundfille:

* Wenn o =0, dann M(a) = —)@
* Wenn e = ¢, dann M(e) = -@

Rekursive Falle: Wir bezeichnen mit elim. (M) den NFA, der aus einem e-NFA M durch
Eliminierung der e-Ubergénge entsteht.

* Wenn o = a, dann M(a) =

* Wenn a = (By), dann M(a) = elim.(M(B) @ M(y)).
* Wenn o = (8 | y), dann M(a) = M(8) & M(y).
* Wenn o = (8)°, dann M(a) = elim.(M(B)").

Initialisierung: M, =

Solange es in M, Ubergénge ¢ i} p gibt, die mit einem Ausdruck g ¢ |e} U X beschriftet
sind, wende eine der folgenden Regeln an:

* Ersetze durch
* Ersetze durch eo

¥
* Ersetze durch

e NFA/DFA -> regularer Ausdruck:
» Ersetzungsmethode:

(ab) , la|b],(a)

Kompositioneller Ansatz

Explizite
Konstruktion von
NFA:

Expliziter Ansatz

1. Vereinfache den Automaten (entferne offensichtlich

Unndt/ge/unerreichbare Fir einen NFA M = (Q, .4, Q. F) betrachten wir die folgenden Gleichungen fiir Aus-
ZUSténde) dricke a, mit g € Q.

2. Bestimme das
Gleichungssystem

* Fir jeden Zustand g € F:

* Fir jeden Zustand g € Q '\ F:

oy = Z aap

2L pedlg.a)

ag; =€ Z Z aay,

acL ped(g.a)




(eine Gleichung pro Zustand)

3. Lose das Gleichungssystem

(deCh Einsetzen und Ardens Lemma (Arden): Aus a = Sa | ¥ mit e € L(B) folgt @ = 8"y.

Lemma)
4. Gib den Ausdruck fur die Sprache des NFA/DFA an
(Alternative der Ausdrticke fiir alle Anfangszustande)

= Dynamisch Programmierung:
> Seii,jell,...,n und k €0,...,n| mit L*[i, j| und
a'[i, jl=d'[i, jlv[a'[i,k+1]la"lk+1, k1)) a* [k+1, j]
i' an[i:j]:=aqi,qj
P ] P a,Vv...va,,i#j
i. a6, ] al\/...|am

g,i=j

- Wortprobleme:

Fir reguldre Sprachen haben wir eine Reihe von Problemstellungen kennengelernt:
¢ |eerheitsproblem: Ist die beschriebene Sprache gleich der leeren Menge 07
¢ Inklusionsproblem: Ist eine beschriebene Sprache Teilmenge einer anderen?
® Aquivalenzproblem: Wird durch zwei Beschreibungen die selbe Sprache gegeben?
¢ Endlichkeitsproblem: Ist die beschriebene Sprache endlich?
¢ Universalitdtsproblem: Ist die beschriebene Sprache £*?

- Aquivalenz-Automaten:
> q ,p, wenn gilt: L(M,|=L(M|
> 2 Zustande bilden (ggf. Gber Umwege) auf sich selbst ab

¢ Quotientenautomat:
> M, ’=<Qg )Z ,6,1q0] w o F, >
* Q =[q||eeQ]
) qu} ,a)==5(([q0],a))
= F, :=‘HCI0HQEF}

mit...

= Aquivalenzklasse: [q| =|p € Q|q p]
Quotienten: P, ==|[p||p e P}

> Ermittlung M :
1. Aus q, q,folgt stets: g, € F gdw. q, € F
2. Wenn q, q,, dann auch §(q1,a)~6(q2,a)

Umgekehrt gilt...

1. Aus q, € F und q,<F folgtimmer q; yor94»
2. Wenn 5((]1;0) NOT6(q2:a): dann q, yorq

- Reduzierter Automat M,:
» Minimaler DFA mit totalen Ubergangsfunktionen

1. Entferne alle unerreichbare Zustande
2. Berechne den Quotientenautomat

- Nerode Rechtskongruenz =;:



> FUr Worteru,v € Y, i seiu=,v, wenn gilt: ve € D_ i gilt ew € L, wenn
ve e L

- Satz: Myhill & Nerode:
» Eine Sprache L ist genau dann regular, wenn =, endlich viele
Aquivalenzklassen hat
> DFAM,=Q,) ,5,q, F) mit...
Q:HWL‘W € Zo]
C[OZ[S]:
F=wl.lwelL}

6([wL,a)=[wa]=

- Lemma - Pumping:
» Beweis fur Regularitat & Nicht-Regularitat
» FUr jede regulare Sprache 3n>0, so dass gilt:
vze L mit |z|>n ... 3z=uvw (Zerlegung) mit |v|>1 und |uv|<n, so dass:
> Fir jede Zahl k>0 gilt: (uvfw)eL

Automaten Darstellungen von Typ-3-Sprachen
) regulire requlérer 1) komposit
Wir kennen mehrere Var Automaten: Grammatik Ausdruck 2) explizit
min dliche mat (DFA _ . .
- mit totaler Ubergangsfunktion A -_-w-‘ 1) Ersetzung
« Nichideterministischer endlicher Automat (NFA) el ma ) 2) Dyn. Prog.
— mit e-Ubergangen
— mit Wortiibergangen [ DFA < NFA" | [ .NFa ¢ nra]
~ mit Ubergéngen fiir regulare Ausdriicke [ \ | | [
Nur f0r die DFA l¢ NFA ¢ 7| eNFA
N | N r—]
-El
Die Sprache eines Automaien haben wir auf zwei Arten definiert: Potenzm. Ll
- * Mit Hilfe einer veraligemeinerten Ubergangsfunktion, die ganze Warter einliest; konsir. dualer Graph
® durch akzeptierende Laufe, die einem Wort zugeordnet werden knnen.
Syntax-
diagramm
Umformungsalgorithmen (1) Umformungsalgorithmen (2)
Eingabe Ausgabe Vorlesung
Eingabe Ausgabe Vorlesung NFAs M;, M,  Vereinigungs-NFA A, & M, 5
kontextfreie Grammatik  e-freie kontextfreie Grammatik 2 NFAs/DFAs M;, M.  Produkt-NFA/DFA M, & M; 5
DFA M  totaler DFA M a totaler DFA M Komplement-DFA M 5
DFA M regulare Grammatik G x 3 NFAs M, M>  e-NFA M © M: fir Konkatenation 5
Syntaxdiagramm  NFA 4 NFA M eNFA M- fir Kleene-Abschiuss 5
NFA M  Patenzmengen-DFA Mpsa 4 regularer Ausdruck  e-NFA (Komposition) 6
regulare Grammatk G NFA Mg 5 reguldrer Ausdruck  e-NFA (explizit) 6
NFA mit Wortiibergangen  e-NFA 5 NFA  regularer Ausdruck (Gleichungssystem) 7
eNFA M NFA elim (M) 5 NFA  regularer Ausdruck (dyn. Programmierung) 7
totaler DFA M Quotienten-DFA M. ]
totaler DFA M reduzierter DFA M, 8

Chomsky Normalform:

> A—-BC (mitB,CeV) oder A—->c (mitceX)

> e¢ L(G), aber es exist. Hochst. 1 Regel der Form S - €

= Umwandlung:
1. Eliminierung von e-Regeln
2. Eliminierung von Kettenregeln (Form: A - B)
3. Extrahiere Regeln der Form A — ¢, so dass alle anderen Regeln B
- w keine Terminale mehr in w enthalten
4. Zerlege Regeln der Form A - B1 - - - Bn fur n > 2, so dass solche
Regeln nur noch mit n = 2 auftauchen



- CYK Algorithmus:

» Zum Prufen ob ein Wort zu einer bestimmten kontextfreien Sprache
¢ Falls |w| = 1, dannist w € Z und es gilt: gehort

w € L(G) genau dann, wenn es eine Regel S — w in G gibt.
® Falls |w| > 1, dannist:
w € L(G) genau dann, wenn es eine Regel S — AB und einen Index
i€(l,...,n~1)gibt, so dass gilt:
A="a;---a und B="a;,,---a,

Idee: Fall 2 zerlegt das Problem S =" a, - - - a, in zwei (einfachere) Teilprobleme
A="a;---a;und B=" aj,, - a,, die man allerdings fiir alle Regeln S — AB und
Indizes i losen muss.

~» Dies erreicht man wiederum durch rekursives Zerlegen der Teilprobleme.

Kontextfreie Sprachen:

Notation: Fir w = a, ---a, schreiben wir w;; fir das Teilwort a; --- a;, also das Infix
der Lange j - i + 1, welches an Position # beginnt.

Vorgehen: Wir berechnen fiir jedes Teilwort w;; die Menge aller Variablen A, fiir die
A =" w;; gilt. Diese Menge nennen wir V[i_ j]

* Wir beginnen mit den kirzesten Teilwdrtern (Lange 1), also dem Falli = j.

* Fir langere Wérter betrachten wir jede mogliche Zweiteilung w;; = wi 4wi.1 ; und
suchen Regeln der Form A — BC sodass B € V[i.kJund C € V[k + 1.j].
(Dann gilt namlich A € V[i,j].)
Ist am Ende das Startsymbol S € V[1.n], dann liegt w in der Sprache.

Eine kontextfreie Grammatik (oder Typ-2-Grammatik oder CFG) enthalt nur Regeln der
Form A — v, wobei A eine Variable ist.

Eine Sprache ist kontextfrei (oder Typ 2), wenn sie durch eine kontextfreie Grammatik
dargestellt werden kann.

Grundidee beim regulidren Pumping-Lemma:

Pumping:

* Endliche Automaten haben nur endlich viele Zustande.

* Also muss beim Akzeptieren langer Warter ein Zustand mehrfach besucht werden:

uy Iy ¥ Vi Wy
Qo= ...=p=>...=p=—...

Wi

= Gy

* Also gibt es eine Schleife, die man beliebig oft durchlaufen kann.

Grundidee beim kontextfreien Pumping-Lemma:

* Grammatiken haben nur endlich viele Variablen.

® Also muss beim Generieren langer Wérter eine Variable zu etwas expandiert

werden, das diese Variable wiederum enthali:

S=...=2uAy=uzy= . 2 uvhay = L= nywxy

* Also gibt es eine Schieife, die man beliebig oft durchlaufen kann.

Satz (Pumping-Lemma):
Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Zahl n = 0, so dass gilt:
fur jedes Wort z€ L mit |z] = n
gibt es eine Zerlegung z = uvwxy mit [ux| = 1 und |vwx| < n, s0 dass:
fir jede Zahl k > 0 gilt: u*wx’y € L.

= Abschluss

» Vereinigungsgrammatik:

nur unter U ,e,*¢{

GG,=(V,uV,ul[s],Y ,P,UP,U(S=5S,]S|

» Konkatenatiosgrammatik:

G,°G,=|V, UV,U[S],Y. ,P,UP,U[S~85S,].S
= Kleenegrammatik: G¢==<V ulsl,> ,P,UP,U|S —»e\Sls},S>

- Keller (stack) sind Stapel:

» Als zusatzliche Speicher in endlichen Automaten
> Ist eine Datenstruktur, die eine Liste von Eintragen speichert

= Zugriffsoperationen:
[
[

zuruckgeliefert

Zur Vereinfachung der folgenden Definition schreiben wir Z, fir £ U (€] (analog far I'.).

Ein Kellerautomat (international: ,PDA", Pushdown Automaton*) M ist ein Tupel
M= {0.L.I'.4, Q. F) mit den folgenden Bestandteilen:

* (: endliche Menge von Zustanden

* %: Eingabealphabet

* I': Kelleralphabet

* 4 Ubergangsfunktion, eine fotale Funktion

Ox I xl =280

wobei 2971+ die Potenzmenge von Q x I, ist.

* (OJs: Menge mdglicher Startzustande Qp C Q

* F: Menge von Endzustanden F € Q

. push: Ein Element wird oben auf dem Stapel abgelegt
i. pop: oberste Element wird vom Stapel entfernt und

— Keller sind demnach LIFO-

Speicher (last-in/first-out)

Kellerautomat:

Der PDA M akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn es eine Folge von Ubergéngen
(gs.w. €} +* {gy, €.y) fiir ein g; € @y und g; € F gibt.

Die von M akzeptierie Sprache L(M) ist die Menge aller von M akzeptierten Worter.




° (Typ 2) Gl‘ammatik Q= 1gs. q1. g¢} Qo = gsl

F=g) F=Xuvul#

Durch Entfernen der Wort-push-Operationen wie zuvor gezeigt entsteht der gesuchte

PDA: PDA P
e PDA - (Typ 2) weLlqe genau dann, wenn
Grammatik:

¢ Deterministischer - DPDA:

C

{g.w. e} F" {r e € (VL16 -

Video!)

= §:Ubergangsfunktionen, sodass vqe Q,ae Z,A eI' jeweils

nur eines der
Folgenden definiert ist...

§(q,a,A) oder §(q,a,e) oder §(q,e,A) oder §(q, ¢, €)

= q,: ein Startzustand q, € Q

e Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen unter

Komplement abgeschlossen

e Erweiterung:

= Mehr Stapel: Statt 1 mehrere Speicherstapel
= Warteschlangenautomaten: Warteschlange statt Stapelspeicher

verwenden

=  Zahlerautomaten: Endl. Viele Speicherplétze fiir Zahlen statt

Stapelspeicher
= While - bzw. GoTo Programme

Turing Maschine:

Eine (deterministische) Turingmaschine (DTM) ist ein Tupel M = (Q,Z, T, &, qo, F) mit
den folgenden Bestandteilen:

* (: endliche Menge von Zustanden

* ¥: Eingabealphabet

* I': Arbeitsalphabet mit 2 Z U ()

* §: Ubergangsfunktion, eine partielle Funktion

@xT = @xT x{L R N}
* gy Startzustand g, € @

* F: Menge von akzeptierenden Endzustidnden F C Q

Dabei bedeutet dig, a) = {p. b. D}:
.Liest die TM in Zustand ¢ unter dem Lese-/Schreibkopf ein a,
dann wechselt sie zu Zustand p, lberschreibt das a mit b
und verschiebt den Lese-/Schreibkopf gemaB D e (L, R, N)
(nach links, nach rechts, gar nicht).”

> Lese-&Schreiboperation gleichzeitig moglich & an jeder belieb.

Adresse

e Ubergange:



Eine Konfiguration von M ist ein Wort wgv € T o Q o T, wobei w den Bandinhalt vor
dem Lese-/Schreibkopf, ¢ den aktuellen Zustand und v den Bandinhalt ab dem Lese-
/Schreibkopf darstellt.

Sei wqav eine Konfiguration, mit w,v eI, a € I'und ¢ € Q.
Die Ubergangsrelation r ist wie folgt definiert:

* Falls (g, a) = {r,b,N), dann wgav + wrbv. wgavrwrb
® Falls 6(g,a) = {r,b.R}
— falls v # €, dann wgav - wbrv; wgavk wbry
— falls v=¢, dann wgav - wbr.. wgar whbr.
* Falls 6(q,a) = (r,b,L)
— falls w = xc mit c € I, dann wgav + xrcbhy; xcgav v xrchv
— falls w = ¢, dann wqav r rbv. gavk rby

Mit -* bezeichnen wir den reflexiven, transitiven Abschluss von F.

e Ein Lauf ist eine max. Folge von Konfigurationen, die durch die
Ubergangsrelation in Beziehung stehen

e TM-Sprache wird akzeptiert, wenn sie einen endlichen Lauf hat
und somit in einem Endzustand halt

e Turing-Machtig ist ein Formalismus, wenn er jedes Ein-
&Ausgabeverhalten jeder TM simulieren kann

e Sprache - Satz von Rice:

» Sei E eine Eigenschaft von Sprachen, die fur manche Turing-
erkennbare Sprachen gilt und fur manche Turing-erkennbare
Sprachen nicht gilt.

Dann ist das folgende Problem unentscheidbar:
= Eingabe: Turingmaschine M
= Ausgabe: Hat L(M) die Eigenschaft E?

» TM Sprache = Typ 0 Sprache

= Typ 1 Automaten:

Lésung: Beschrankung des Arbeitsspeichers einer TM:

Ein linear beschrankte Turingmaschine (linear bounded automaton, LBA) ist eine nicht-
deterministische Turingmaschine, die den Lese-/Schreibkopf nicht iber das letzte Ein-
gabezeichen hinaus bewegen kann. Versucht sie das, so bleibt der Kopf stattdessen
an der letzten Bandstelle stehen.

Ein LBA kann also nur die Menge an Speicher nutzen, die durch die Eingabe belegt wird. BSp: q 1 m It U berga ng
L/R -> g bleibt an Stelle

Die Definition der Ubergangsrelation r fiir TMs wird fiir LBAs also wie folgt gedndert:
Sei wqav eine Konfiguration, mit w,v € I'*, a e ' und g € Q; sei 6(g,a) = {r,b,R).

* falls v # €, dann wqav - wbrv (wie zuvor); wqgavkwbry

 falls v = ¢, dann wqav + wrb (neu). wgarwrb

2.Aussagenlogik:

- Atomare Aussagen = Behauptungen, die wahr/falsch sein kdnnen

e Syntax:



Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv® definiert:
¢ Jedes Atom p € P ist eine aussagenlogische Formel.
¢ Wenn F und G aussagenlogische Formeln sind, so auch:

alle Bedingungen erfilllen.

Syntax ~ Name intuitive Bedeutung
-F Negation wnicht F*

(FAG) Konjunktion .F und G*

(FvG) Disjunktion ,F oder G*

(F > G) Implikation F impliziert G*

(Fo G) Aguivalenz F ist aquivalent zu G*

?Das bedeutet: Die Definition ist selbstbeziiglich und soll die C-Kleinste Menge an Formeln beschreiben, die

e Teilformeln:

» ist ein Teilwort (Infix) einer
Formel, welches selbst eine

Formel ist

Die Menge Sub(F) der Teilformeln einer Formel F ist definiert als:

Sub(F) =

{F) falls Fe P

{=G} U Sub(G) falls F = -G

{(G A G2)) U Sub(G) U Sub(G,) falls F = (G A G2)
{(G v G2)) U Sub(G) U Sub(G>) falls F = (G, V G2)
{(G\ — G»)) USub(G,) U Sub(G,) falls F = (G; — G,)
{(G & G2)} USUb(G)) U Sub(G») falls F = (G « G1)

.

Eine Wertzuweisung w erflillt genau dann eine Formel F, in Symbolen w = F, wenn
eine der folgenden induktiv definierten Bedingungen gilt:

FePmitw(F)=1,

F =G mitw §E G,

F=(GiAG) mitwE G und w E G2,

F = (G, v G;) mit w | G, oder w |- G, (oder beides),
F = (G, — Gy) mit w £ G, oder w £ Ga,

F = (G, & G>) mit: w G, genau dann, wenn w E G;.

Wertzuweisung:

e Junktoren anders ausgedriic

= (F A =G)

FAG=~(-FV-G)
FV G = ~(~F A=G)

Eine Formel F ist:

die Formel sind;

unerfillbar (oder inkonsistent), wenn sie keine Modelle hat;
erfilllbar (oder konsistent), wenn sie mindestens ein Modell hat;
allgemeingdiltig (oder eine Tautologie), wenn alle Wertzuweisungen Modelle fiir

widerlegbar, wenn sie nicht allgemeingliltig ist.
Diese Begriffe kann man fiir Mengen von Formeln genauso definieren.

SR G = F) = (FAG)V (-F A ~G)

(De Morgansches Gesetz)

F1G=-~(FAGY=-FVv-G (NAND)

FlGs~(FV@=-FA-G (NOR)

(De Morgansches Gesetz) FaG=-(FoG) (XOR, Antivalenz)
T=-pvp=pop (Wahrheit; p € P beliebig)

L=-pAp (Falschheit; p € P beliebig)

Zwei Formeln F und G sind genau dann semantisch dquivalent, in Symbolen F = G,
wenn sie genau dieselben Modelle haben, d.h. gdw.

fur alle Wertzuweisungen w gilt: w(F) = w(G)

¢ Ableitungen mittels Resolution:

Ein einzelner Resolutionschritt funktioniert wie folgt:

> Ziel: Verfahren,

Klauseln K, K> € 'K ist.

Gegeben seien zwei Klauseln K, und K, fir die es ein Atom p € P gibt, sodass
p € K, und —p € K;. Die Resolvente von K, und K, bezlglich p ist die Klausel

(K1 \ {ph) U (K2 \ {=p}).

Eine Klausel R ist eine Resolvente einer Klauselmenge K wenn R Resolvente zweier

um (Un-)Erfullbarkeit
einer KNF zu
bestimmen

{A, B, C},{-B}) sind z.B.

Beispiel: Resolventen fiir die Menge {{-A, =B}, {A, B}, {-B, =C},{B, C}, {=C, =A},

* (B, —A} aus den Klauseln {B, C} und {-C, -A};
* (A} aus den Klauseln A, B} und {-B};
® (B, —B} aus den Klauseln {B, C} und {-=B,-C}.

p bzw. -p wird aus
Klauseln entfernt und

A KIasr1caoln Aans—~h




Resolutionskalkul:

Resolution
Gegeben: Eine Formel F in Klauselform.
Gesucht: Ist 7 unerfillbar?

(1) Finde ein Klauselpaar K|, K, € ¥ mit Resolvente R ¢ 7.

(2) Setze ¥ := F U{R).

(3) Wiederhole Schritt (1) und (2) bis keine neuen Resolventen mehr gefunden
werden kénnen.

(4) Falls L € F, dann gib ,unerfillbar aus;
andernfalls gib ,erflllbar” aus.

Beobachtung: Unerfiillbarkeit steht fest, sobald L abgeleitet wurde.
~+ Dann kann man das Verfahren friihzeitig abbrechen.

Erflllbarkeit kann dagegen erst erkannt werden, wenn alle Resolventen erschopfend
gebildet worden sind.

Widerspruchsfreie Resolution zu Modell

Fir jedes Atom p, das in der Formel vorkommt, bestimmen wir einen Wahrheitswert w(p):

Gegeben: widerspruchsfreie Klauselmenge ¥ nach Resolution.
Fur jedes Atom p in F (in beliebiger Reihenfolge):
(a) Wenn {p} € ¥, definiere w(p) := 1
(b) Wenn {-p} € F, definiere w(p) := 0
(c) Wenn weder {p} € ¥ noch {-p} € ¥, dann setze w(p) := 1 und ¥ := ¥ U {{p}} und
fiihre nochmals Resolution durch, bis keine weiteren Klauseln abgeleitet werden.

Die so bestimmte Wertzuweisung w ist ein Modell fir F.

Horn-Logik:
» Horn-Klausel = Klausel, mit héchstens ein nichtnegiertes Literal
» Horn-Formel = Formel in KNF, welche nur Horn-Klauseln enthalt



